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Resumo 
Esta dissertação aborda a análise dos problemas de não-linearidade e singularidade em 
otimização topológica com critérios de tensão, sendo o seu foco principal um estudo de 
convergência de malha de elementos finitos para analisar o comportamento da tensão em 
geometrias geradas por otimização topológica com constrangimento de volume. 
O modelo material utilizado neste trabalho é um compósito de microestrutura periódica 
composto por duas fases, sólido e vazio (material poroso), e representa-se por uma célula de base 
unitária. 
A aplicação de constrangimentos de tensão a problemas de otimização topológica é 
estudada nesta dissertação. Identificam-se as principais dificuldades associadas, o problema da 
singularidade, a natureza local dos constrangimentos e a não-linearidade da função da tensão e 
são estudados e aplicados os métodos de relaxamento da tensão ε-relaxation e qp-approach ao 
problema de uma estrutura reticula de três barras. 
No estudo de convergência de malha de EF realizado são estudados dois tipos de 
geometrias, em primeiro lugar geometrias pré-definidas e por último, geometrias obtidas por 
otimização topológica com constrangimentos de volume. Em ambos os casos as geometrias são 
estudadas para as discretizações de 8×8, 16×16, 32×32, 64×64 e 128×128. O estudo é realizado 
recorrendo a métricas globais, a energia de deformação e a tensão equivalente máxima, e métricas 
locais, tensão lida nos nós para a análise e nos elementos para a otimização. Para cada um desses 
parâmetros é verificada a convergência. Posteriormente são comparados os resultados das 
geometrias pré-definidas com as geometrias otimizadas. É realizado um estudo acerca do melhor 
compromisso entra a precisão dos resultados e o custo computacional de otimização. 
Os resultados obtidos mostram convergência tanto da tensão equivalente máxima como 
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Abstract 
This dissertation has as its main goal the analysis of the non-linearity and singularity 
phenomena of stress criteria in topology optimization of structures and materials, being its main 
focus an analysis of finite element mesh convergence to assess stress behavior throughout 
geometries obtained from topology optimization. 
The material model used here is a porous material with two phases of periodic 
microstructure, solid and void, and it is represented by a unit-cell (representative microstructure). 
Stress constraints in topology optimization problems are studied in this work. The main 
difficulties related to the implementation of stress constrains are identified as being, the 
singularity problem, the local nature of stress constraints and the non-linearity associated with 
stress. Stress relaxation methods as ε-relaxation and qp-approach are presented and applied to a 
three bar truss problem. 
The finite element mesh convergence analysis carried out in this work addresses two 
different types of geometry, the first is a pre-defined geometry and the latter is a geometry 
obtained by topology optimization. In both cases the analysis is performed with five different 
discretizations, 8×8, 16×16, 32×32, 64×64 e 128×128. In order to study mesh convergence global 
and local metrics had to be chosen. Strain energy and the maximum equivalent stress were chosen 
as global metrics, stress at nodes was chosen for the pre-defined geometry as a local metric and 
stress at elements for the optimized geometry. Convergence was verified for each chosen metric. 
Subsequently, the best compromise was found between the precision of results and the 
computational cost of the optimization. 
The results obtained show convergence for the maximum equivalent stress and also for 
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1 Introdução 
Durante as últimas décadas, o grande desenvolvimento de computadores e de software 
disponíveis no mercado têm sido extensamente utilizados em áreas como a Engenharia e a maioria 
das Indústrias. Estas ferramentas tornaram-se poderosas aliadas na conceção e desenvolvimento 
de novos produtos. Estão presentes em todas as etapas, desde o projeto conceptual, análise, 
planeamento e controlo de qualidade. 
Uma das áreas de Engenharia de grande interesse cientifico é a análise e otimização de 
estruturas e materiais. Esta área é de grande importância devido à enorme variedade de aplicações 
e utilidade em projetos de engenharia, sendo importante realçar o grande interesse da indústria 
aeronáutica nesta área. Ao introduzir a otimização estrutural no processo de desenvolvimento de 
produtos é possível alcançar modelos mais leves ou otimizar outras características. De forma a 
garantir o desenvolvimento de modelos otimizados não é possível apenas confiar na experiência 
e intuição do engenheiro, é necessário também a aplicação de métodos de otimização estrutural. 
Estes métodos são técnicas matemáticas que, através de um processo iterativo procuram uma 
solução ótima (local) para um problema de otimização. Em projeto estrutural a otimização aplica-
se a um variado tipo de problemas, nomeadamente a minimização da massa de uma estrutura com 
constrangimentos de tensão ou de deslocamentos, com o objetivo de procurar obter a solução 
mais adequada a desempenhar a função pretendida. 
A otimização topológica é uma das categorias de otimização estrutural que tem recebido 
maior atenção nos últimos anos e é também foco desta dissertação. Desde que foi introduzida por 
Bendsøe & Kikuchi (1988), a otimização topológica tem sido usada para determinar a estrutura 
mais rígida utilizando uma função que minimiza a compliance (flexibilidade). Contudo, este não 
é efetivamente o objetivo dos problemas práticos de otimização topológica de estruturas. Um
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objetivo mais realista seria a minimização da massa enquanto constrangimentos de tensão são 
satisfeitos. Porém, a implementação de constrangimentos de tensão em problemas de otimização 
topológica é um processo que apresenta várias dificuldades. Devido ao facto de ser necessário 
satisfazer os constrangimentos de tensão em múltiplos pontos dentro de um elemento e de os 
problemas de otimização topológica serem caracterizados por grande número de elementos, 
resulta num problema de otimização em larga escala, o que se traduz num enorme custo 
computacional. Além disso, se os constrangimentos de tensão forem implementados sem qualquer 
cuidado, o aparecimento de singularidades no processo de otimização impede o otimizador de 
distribuir realisticamente material do domínio de projeto. Estas são questões fundamentais da 
implementação de constrangimentos de tensão em problemas de otimização topológica que são 
exploradas no âmbito desta dissertação. 
O desenvolvimento de modelos matemáticos que descrevem analiticamente fenómenos 
físicos é uma atividade muito importante da engenharia. Estes modelos matemáticos são muitas 
vezes baseados em leis fundamentais da física como o princípio da conservação da massa, do 
momento linear ou da energia. Tendo em conta a complexidade dos modelos matemáticos que 
caracterizam o comportamento físico de uma estrutura, a sua resolução através de métodos 
analíticos pode ser difícil ou até mesmo impossível de obter sem que seja necessário recorrer a 
simplificações das equações ou domínios que caracterizam o modelo. Contudo, o aparecimento e 
desenvolvimento de computadores e software veio possibilitar a implementação de modelos 
matemáticos e métodos numéricos com objetivo de resolver diversos problemas de engenharia. 
Esta ferramenta denomina-se por simulação numérica e é bastante utilizada na área da mecânica 
computacional. Um dos métodos numéricos mais utilizados nos dias de hoje é o método dos 
elementos finitos (MEF). 
Nesta dissertação é realizado um estudo de convergência de malha de elementos finitos. 
Como referido anteriormente, o MEF é uma ferramenta computacional que foi desenvolvida para 
lidar com modelos numéricos capazes de prever situações reais. O modelo numérico começa com 
a criação de uma geometria que simula o modelo físico com toda a informação acerca das 
propriedades do material, carregamentos aplicados e constrangimentos. Esta informação permite 
a previsão do comportamento real do modelo, muitas vezes com elevados níveis de precisão. A 
precisão que é possível obter com o uso do MEF está diretamente relacionada com o tipo e 
dimensão dos elementos da malha utilizados. A malha de elementos finitos é utilizada para 
subdividir o modelo geométrico em subdomínios chamados elementos, onde em cada um deles 
são resolvidas um conjunto de equações. Estas equações aproximam o modelo real composto por 
equações complexas através de funções polinomiais definidas em cada elemento. À medida que 
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a malha é refinada os elementos vão ficando cada vez mais pequenos e a solução computacional 
aproxima-se da solução real. Este refinamento da malha e consequente aproximação ao resultado 
real tem um custo computacional agregado pois, quanto menor o tamanho dos elementos maior o 
seu número e maior o número de equações a resolver. O papel do estudo de convergência de 
malha está diretamente relacionado com a precisão do resultado e o custo computacional 
agregado, e o objetivo principal deste estudo é encontrar o equilíbrio entre a precisão e o custo 
computacional. 
1.1 Motivação 
A minimização do peso teve sempre um papel fundamental e crítico no projeto e conceção 
de aeronaves. Envolve parâmetros como o consumo de combustível e as emissões de CO2, o 
rendimento dos aparelhos no transporte de pessoas e bens, bem como o custo final de fabrico. 
Uma maneira de minimizar o peso é através da otimização dimensional, de forma ou topologia 
de cada peça individual da aeronave. Outra maneira é através da utilização de materiais 
compósitos em vez de materiais convencionais. Para se chegar a um projeto ótimo, não basta 
apenas confiar no senso comum, como às vezes acontece em projetos de engenharia hoje em dia. 
Sendo a aeronáutica uma área muito exigente, é necessário chegar ao projeto ótimo de forma 
cuidada, especialmente porque os vários componentes da aeronave estão submetidos a múltiplos 
casos de carga. Isto requer uma formulação correta do problema de otimização e a utilização de 
algoritmos eficazes e eficientes na busca da solução ou soluções ótimas do problema. 
Os métodos da otimização estrutural são muitas vezes utilizados como forma de obter um 
projeto ótimo de componentes. O método de otimização estrutural com maior potencialidade é a 
otimização topológica. Esta consiste na distribuição ótima de material num determinado domínio 
sem ser necessário à priori definir uma geometria da peça ou estrutura. Esta versatilidade própria 
da otimização topológica permite que seja uma poderosa ferramenta de otimização, e devido a 
esse facto está a ter uma grande expansão e desenvolvimento na indústria, estando já presente na 
indústria aeronáutica. A Airbus recorreu recentemente a métodos de otimização topológica no 
projeto do modelo de aeronave A380. O modelo necessitava de reduções significativas de peso 
para que o seu fabrico fosse viável. Durante o desenvolvimento do projeto, a utilização de técnicas 
de otimização topológica foi estudada quanto à sua aplicabilidade na indústria aeronáutica. Destes 
estudos resultou um novo projeto das estruturas reticuladas (ribs em inglês) interiores de fixação 
do bordo de ataque da asa, como se pode observar na figura 1.1 e 1.2, o que se traduziu numa 
redução do peso relativamente à solução de projeto anterior, ver Sigmund & Bendsøe (2004). A 
aplicação da otimização topológica no desenvolvimento do projeto do modelo A380, contribuiu 
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para uma redução no peso total do avião de cerca de uma tonelada, ver Krog, Tucker, Kemp, & 
Boyd (2004). 
 




Figura 1.2: Estrutura reticulada do bordo de ataque do modelo A380, ver Krog et al. (2004). 
Como referido anteriormente, a escolha de materiais representa também um ponto critico 
na minimização do peso. Com os avanços tecnológicos e inovação da engenharia, para que os 
materiais de construção pudessem cumprir os requisitos necessários de projetos inovadores, 
foram sujeitos a várias alterações. Combinando as diversas propriedades físicas e químicas dos 
materiais, chegou-se a uma nova classe de materiais, os materiais compósitos. Estes são materiais 
que são compostos por dois ou mais constituintes diferentes, ver Ashby & Jones (1996). Na 
indústria aeronáutica, a utilização de materiais compósitos tem estado em constante expansão. 
Em aeronaves como por exemplo o modelo A350-900 XWB da Airbus, os materiais compósitos 
representam mais de 50% dos materiais utilizados na construção dos vários componentes da 
aeronave. Na figura 1.3 observa-se que os materiais compósitos estão presentes no fabrico de 
componentes da fuselagem, da asa traseira e asas centrais, e na empenagem do avião. Além da 
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minimização da massa e de todas as vantagens que resultam desse aspeto, a utilização de 
compósitos traz benefícios como o menor custo de fabrico, melhor qualidade na robustez da 
aeronave, performance melhorada e menor tempo de amortização devido à redução de custos de 
manutenção, ver Hellard (2008). 
 
Figura 1.3: Identificação de materiais da aeronave da Airbus, A350-900 XWB. Adaptado de Hellard 
(2008). 
1.2 Objetivos da dissertação 
O principal objetivo desta dissertação de mestrado é o desenvolvimento da investigação 
cientifica relacionada com análise e otimização de materiais compósitos de microestrutura 
periódica, mais propriamente os problemas de não-linearidade e singularidades existentes em 
problemas de otimização topológica com critérios de tensão. Nesta dissertação é dada especial 
atenção tanto à implementação de critérios de tensão a problemas de otimização topológica e às 
dificuldades associadas a esse processo, bem como à distribuição de tensões em modelos 
otimizados topologicamente com constrangimentos de volume. 
O início dos estudos para o desenvolvimento desta dissertação passou por um primeiro 
contacto com o código de 99 linhas de otimização topológica desenvolvido em Matlab, por 
Sigmund (2001). Este possibilitou a realização de otimizações topológicas em domínios 
bidimensionais e obter diferentes topologias alterando os diferentes parâmetros referentes às 
condições fronteira. Em seguida, para corresponder ás necessidades do tema foi necessário 
desenvolver um código em Matlab articulado com um programa em APDL (Ansys Parametric 
Design Language) que funciona como gerador da malha de elementos finitos e conversor para ser 





de materiais periódicos. O código em Matlab/APDL foi desenvolvido parametricamente para que 
seja possível gerar qualquer discretização de malha necessária (ver Anexo II). 
Um objetivo desta dissertação consiste na análise detalhada da implementação de 
constrangimentos de tensão em problemas de otimização topológica e das principais dificuldades 
associadas, como as singularidades. São demonstrados também métodos de relaxamento 
existentes para a implementação de constrangimentos de tensão utilizados para ultrapassar tais 
dificuldades sendo que, para tal, é usado um problema de uma estrutura reticulada de três barras, 
bastante explorado na literatura, e resolvendo-o de várias maneiras possíveis para demonstrar a 
utilização e efeito dos vários métodos de relaxamento. Em seguida é explorado o código de 
FORTRAN que permite resolver problemas de otimização topológica com constrangimentos de 
volume numa célula de domínio unitário, em primeiro lugar numa vertente de análise dos campos 
de tensão em geometrias pré-definidas com cargas aplicadas e numa segunda fase realizando 
otimizações de topologia com constrangimentos de volume, fazendo a análise dos campos de 
tensão nas geometrias otimizadas e comparando com os resultados das geometrias pré-definidas. 
Estas análises e otimizações foram realizadas para discretizações da célula unitária de 8×8, 16×16, 
32×32, 64×64 e 128×128 elementos. Foi elaborado um estudo de convergência de malha com 
base naquelas discretizações com o objetivo de fornecer informações acerca da distribuição e 
comportamento da tensão em geometrias geradas por otimização topológica e fornecer 
informação acerca do melhor compromisso entre o custo computacional e a precisão dos 
resultados. 
1.3 Estrutura da dissertação 
A presente dissertação está dividida em 6 capítulos. Na figura 1.4 é possível observar a 
estrutura da dissertação onde se distinguem dois blocos principais diferentes: a) Revisão literária, 
onde se dá especial atenção aos critérios de tensão e ao estudo de convergência de malha de 
elementos finitos e b) Desenvolvimento e análise de resultados, no qual são desenvolvidos o 
problema da estrutura reticulada e o estudo de convergência de malha. 
No capítulo 1 dá-se uma introdução ao tema, abordando superficialmente as temáticas 
relacionadas com o tema da dissertação. São também mencionadas as motivações envolvidas no 
desenvolvimento deste estudo e os objetivos propostos. No final deste capítulo é explicada toda 
a estrutura da dissertação. 
No capítulo 2 é realizada a revisão literária acerca dos desenvolvimentos feitos ao nível 
da otimização topológica de estruturas e a aplicação de constrangimentos de tensão. São 
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abordadas as dificuldades associadas a implementação de constrangimentos de tensão em 
problemas de otimização topológica e os vários métodos de relaxamento existentes. 
 
Figura 1.4: Estrutura da dissertação. 
No capítulo 3 é explicada toda a informação acerca de um estudo de convergência de 
malha de elementos finitos e a análise de campos de tensão. São abordados os procedimentos 
necessários e é dada uma base para ajudar na discussão dos resultados no capítulo 5. São também 
explicados os passos dados na realização do estudo de convergência de malha desta dissertação. 
É também feita neste capítulo a apresentação do modelo material e problema de otimização 
topológica considerado. 
No capítulo 4 é discutido o fenómeno da singularidade. Neste capítulo é resolvido o 
problema de uma estrutura reticulada de três barras onde são aplicados os métodos de relaxamento 
discutidos no capítulo anterior. Este capítulo tem como objetivo demonstrar o fenómeno da 
singularidade de um ponto de vista prático e didático. 
No capítulo 5 desenvolve-se um estudo de convergência de malha ao nível da energia de 
deformação e da tensão. Este estudo é dividido em três partes, a primeira incide sobre a análise 
de geometrias pré-definidas para os carregamentos a que são sujeitas. Posteriormente é analisada 
a distribuição de tensões focando o estudo na tensão equivalente máxima e na tensão analisada 
ao nível dos nós. É também verificada a convergência da energia de deformação. Na segunda 
parte o estudo incide sobre geometrias otimizadas topologicamente com constrangimentos de 
1. Introdução 
 
a) Revisão literária 
2. Otimização topológica com critérios de tensão 
3. Análise do campo de tensão 
b) Desenvolvimento e análise de resultados 
4. Fenómeno da singularidade 
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volume. Neste caso são consideradas a tensão equivalente máxima e a tensão nos elementos. 
Também se verifica neste caso a convergência da energia de deformação. Na parte final os 
resultados de ambos os estudos são comparados e são extraídas conclusões dessa comparação. 
Nesta última parte é também analisado o compromisso ideal entre o custo computacional e a 
precisão dos resultados de análise e otimização. 
No capítulo 6 apresentam-se as conclusões e desenvolvimentos futuros. Neste capítulo é 
realizada uma retrospetiva de todo o trabalho desenvolvido no âmbito desta dissertação e são 
discutidos todos os resultados obtidos. Finalmente são deixados em aberto temas que darão 
continuidade à investigação desenvolvida nesta dissertação. 
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2 Otimização topológica com 
critérios de tensão 
2.1 Otimização estrutural 
A otimização estrutural é uma área que engloba um conjunto de teorias e métodos que 
procuram obter a estrutura que desempenha mais eficientemente a função pretendida. Estes 
métodos são baseados tipicamente em programação matemática que através de sucessivas 
iterações chegam à estrutura otimizada. 
Existem três categorias de otimização estrutural. A otimização de dimensões, que 
consiste na otimização de cada elemento da estrutura utilizando dimensões geométricas como 
variáveis de projeto (ver figura. 2.1a). A otimização de forma, que se baseia na otimização de 
uma estrutura através da variação da fronteira do domínio ocupado pela mesma (ver figura 2.1b). 
Estas duas primeiras categorias necessitam a priori de um design de base (topologia fixa) que 
pode ser o resultado da intuição, experiência e conhecimento do projetista. Finalmente, destaca-
se um outro tipo de otimização, a otimização topológica. Este método, não necessita de um design 
base, necessita apenas da definição de um domínio de projeto sujeito a condições de fronteira 
onde será encontrada a distribuição ótima de material (topologia ótima). A otimização topológica 
é a que apresenta maior potencial na área da otimização estrutural (ver figura 2.1c). Em termos 
de desenvolvimento, a otimização estrutural é uma área que se tem vindo a desenvolver bastante, 
sobretudo, desde os anos 60, primeiro com a otimização de dimensões, por sua vez seguiu-se a 
otimização de forma nos anos 70 e finalmente a otimização topológica nos anos 80.
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Figura 2.1: Diferentes categorias de otimização estrutural. (a) Otimização de dimensões, (b) otimização 
de forma, (c) otimização topológica. Adaptado de Verbart (2015). 
A otimização topológica de estruturas pode ser separada quanto a classes de problemas a 
resolver: meios discretos e contínuos. A otimização topológica a partir de um meio discreto, foi 
abordada inicialmente por Dorn, Gomory, & Greenberg (1964), que aplicaram um método de 
programação linear para a otimização topológica de treliças onde as variáveis de projeto são as 
áreas transversais das barras ou vigas, introduzindo assim a ground structure approach. A 
otimização topológica a partir de um meio contínuo, foi inicialmente abordada por Bendsøe & 
Kikuchi (1988), que introduziram o método da homogeneização. 
O método da homogeneização introduzido por Bendsøe & Kikuchi (1988), baseia-se no 
preenchimento de um domínio ocupado pela estrutura com um modelo de material poroso, 
assumindo uma microestrutura com furo, como se pode observar na figura 2.2. Naquele trabalho 
a porosidade em cada elemento é definida a partir das dimensões do furo assumidas como 
variáveis de projeto no problema de otimização. Neste método, o algoritmo de otimização tenta 
aumentar a porosidade onde o material não está a ser utilizado e reduzir a porosidade onde existe 
maior necessidade de material. O modelo de material pode ser assumido como um material 
compósito de microestrutura periódica com propriedades elásticas calculadas pela teoria 
matemática da homogeneização. 
 
Figura 2.2: Conceito de homogeneização para material celular. Adaptado de Amiano (2015). 
Outro método de otimização topológica em meio contínuo baseado na densidade variável 
é o método SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization), proposto por Bendsøe (1989) e 
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introduzido por Rozvany, Zhou, & Birker (1992). Neste método as variáveis de projeto estão 
associadas tipicamente a uma variável contínua de densidade 𝜌 ∈ [0,1]. A solução resulta na 
presença (𝜌 = 1) ou ausência de material (𝜌 = 1) no domínio. As densidades intermédias sejam 
penalizadas de acordo com a seguinte lei de potência: 
 
𝐸(𝑥) = 𝜌(𝑥)𝑝𝐸0 com 𝑝 > 1 e 0 ≤ 𝜌(𝑥) ≤ 1 (2.1)  
 
 
Onde 𝜌(𝑥) é a densidade do material, 𝐸0 o Módulo de Young de um material base sólido 
e isotrópico e 𝑝 o expoente de penalização. O objetivo do expoente 𝑝 é de penalizar as densidades 
intermédias (0 < 𝜌 < 1), forçando o algoritmo a convergir para 𝜌 = 1 (presença de material) ou 
𝜌 = 0 (ausência de material). Segundo Bendsøe & Sigmund (2003), para um problema com um 
constrangimento de volume ativo a experiência mostra que a otimização resulta de facto numa 
distribuição de 0’s e 1’s no domínio de projeto (black and white design) se o valor do expoente 
de penalização for suficientemente grande, tipicamente é escolhido 𝑝 ≥ 3.  
A formulação de um problema de otimização segue normalmente três passos: 
1 Identificação das variáveis de projeto; 
2 Identificação da função objetivo e expressá-la em função das variáveis de projeto; 
3 Identificação de todos os constrangimentos de projeto. 
Depois de identificados todos os elementos acima descritos, um problema de otimização 
estrutural pode ser formulado matematicamente da seguinte forma normalizada (standard):  
 min
𝐱
  𝑓(𝐱)   
 Sujeito a  𝑔𝑗(𝐱) ≤ 0       ; 𝑗 = 1,… ,𝑚  
(2.2)  
  ℎ𝑘(𝐱) = 0     ; 𝑘 = 1,… , 𝑝  
  𝑥𝑖
𝑙 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖
𝑢  ; 𝑖 = 1, … , 𝑛   
  
Onde 𝐱 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), é o vector das n variáveis de projeto, 𝑓(𝐱) é a função objectivo, 
𝑔𝑗(𝐱) são os m constrangimentos de desigualdade, ℎ𝑘(𝐱) são os p constrangimentos de igualdade, 
𝑥𝑖
𝑙 e 𝑥𝑖
𝑢 são os limites inferior e superior de variação das n variáveis de projeto 𝑥𝑖, respetivamente, 
Coelho & Cardoso (2012). 
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2.2 Constrangimentos de tensão 
A aplicação de constrangimentos de tensão sempre foi associada a grandes desafios na 
área da otimização estrutural. Desde o início da otimização estrutural que os constrangimentos de 
tensão têm sido discutidos, Dorn et al. (1964) usou constrangimentos de tensão na otimização de 
treliças com um caso de carga, e com múltiplos casos de carga foi testado por Sved & Ginos 
(1968), tendo ambos se deparado com dificuldades na aplicação destes constrangimentos. O 
interesse na aplicação de constrangimentos de tensão é, portanto, elevado, principalmente devido 
ao facto de a tensão ser um dos critérios de projeto mais utilizados em engenharia. 
A formulação deste tipo de problemas está normalmente associada a problemas de 
otimização da massa da estrutura sem violar os constrangimentos de tensão que satisfazem o 
equilíbrio elástico, ver Yalamanchili (2012). Para isso é necessário recorrer a critérios de falha 
como o critério de Von-Mises, utilizado para prever a cedência de metais com comportamento 
dúctil. Incluir critérios de falha num problema de otimização levanta sérias dificuldades na 
resolução do mesmo conforme resumidos em seguida: problema da singularidade, natureza local 
dos constrangimentos e não-linearidade. 
A primeira dificuldade é o fenómeno da singularidade, que foi detetado em primeiro lugar 
por Sved & Ginos (1968), onde se observou que os constrangimentos de tensão eram violados 
quando a área da secção transversal da barra se aproximava de zero, o que impedia que a barra 
fosse removida. O fenómeno da singularidade consiste em soluções denominadas ótimas 
singulares (singular optima em inglês), que são soluções ótimas, às quais os algoritmos de 
otimização baseados no gradiente não conseguem chegar, convergindo então para um ótimo local. 
Tipicamente em problemas com constrangimentos de tensão, o ótimo global é também um ótimo 
singular. Kirsch (1990) estudou as características fundamentais do fenómeno da singularidade e 
demonstrou que a razão para estas soluções estarem inacessíveis resulta do facto de estas se 
encontrarem numa zona do domínio admissível degenerada, ver figura 2.3. 
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Figura 2.3: Exemplo de domínio para um problema com constrangimentos de tensão, onde a região a 
lilás representa o domínio admissível. O ponto a laranja representa um ótimo singular, ou seja, um ponto 
ótimo global situado numa região degenerada do domínio admissível. Adaptado de Verbart (2015). 
A segunda dificuldade é a natureza local dos constrangimentos de tensão. Um elevado 
número de constrangimentos, faz com que a utilização de técnicas de otimização baseadas no 
gradiente sejam computacionalmente dispendiosas, pois é necessária a análise de sensibilidades 
de todos os constrangimentos de tensão em todos os elementos considerados, ver Verbart et al. 
(2013). Métodos para lidar com a natureza local dos constrangimentos de tensão em problemas 
de otimização topológica baseados na densidade podem ser agrupados em métodos locais, 
globais, regionais e em blocos agregados. Os métodos locais colocam um constrangimento em 
cada elemento do modelo em estudo (Bendsøe & Sigmund (2003); Pereira et al. (2004); 
Colominas et al. (2005); Bruggi & Venini (2007)). Os métodos globais são aplicados a múltiplos 
casos de carga, combinando os valores de tensão locais num único constrangimento. Isto pode ser 
realizado utilizando variações das funções de Kresselmeier-Steinhauser (KS-function), p-norm 
measures ou global Lq constrains, (Bendsøe & Sigmund (2003); Guilherme & Fonseca (2007); 
París et al. (2007, 2009); Qiu & Li (2010)). Uma comparação entre os métodos locais e globais é 
que enquanto as formulações globais simplificam o problema de otimização, não permitem 
garantir que valores de tensão máxima sejam assegurados localmente. Os métodos regionais e em 
bloco agregado (clustering em inglês) são técnicas que procuram restituir o controlo dos níveis 
de tensão máxima, ao dividirem o domínio de projeto em várias regiões diferentes. Os elementos 
em cada região são agregados num único constrangimento através de uma formulação global. 
Portanto, em vez de apenas um constrangimento global geral, múltiplos constrangimentos 
correspondentes a cada região do domínio são utilizados, reduzindo ligeiramente os erros 
associados à agregação global. Várias técnicas de agregação foram propostas na literatura (París 
et al. (2010); Le et al. (2010); Holmberg et al. (2013)). Até à data, as técnicas de agregação 
regionais demonstram a maior eficiência e robustez na incorporação de constrangimentos de 
tensão em problemas de otimização, ver Deaton & Grandhi (2014). 
Ótimo singular 
Otimização topológica com critérios de tensão 
14 
A terceira dificuldade é o comportamento altamente não-linear da função da tensão. Em 
problemas de otimização topológica baseados na densidade os níveis de tensão são drasticamente 
afetados por alterações de densidade em elementos vizinhos. Este fenómeno é exagerado em 
regiões críticas com grande concentração de tensões, como reentrâncias e furos, ver Le et al. 
(2010). Este fenómeno pode levar à existência de erros nas soluções de elementos finitos estando 
isso relacionado com o nível de discretização do domínio do problema e qualidade de interpolação 
por elementos finitos. Como forma de perceber melhor este problema pode se recorrer a estudos 
de convergência de malha. Um estudo de convergência de malha consiste na comparação de 
resultados entre malhas do mesmo domínio com diferentes refinamentos. Inicia-se o estudo 
gerando uma malha inicial grosseira, posteriormente é gerada uma malha com uma distribuição 
de elementos mais refinada. Os resultados de ambas as malhas são comparados e é gerada 
novamente uma malha com distribuição de elementos mais refinada que a anterior. Os resultados 
vão sendo comparados até que se verifique uma convergência de resultados satisfatória. A 
utilização de elementos finitos de ordem superior como elementos hexaedros de 20 nós em 
problemas tridimensionais também contribuirá para uma melhor perceção da qualidade dos 
resultados obtidos por comparação com elementos de 8 nós. 
Para ultrapassar o problema da singularidade e tornar acessível uma solução ótima 
singular foram desenvolvidas técnicas de relaxamento: ε-relaxation approach, proposta por 
Cheng & Guo (1997), e qp-approach proposta por Bruggi (2008). Os próximos subcapítulos 
resumem estas técnicas e variações das mesmas desenvolvidas por outros autores. 
2.2.1 ε-relaxation 
Cheng & Guo (1997) propuseram uma técnica de relaxamento denominada ε-relaxation 
como solução para o problema da singularidade. Ao relaxar os constrangimentos de tensão dos 
membros da estrutura, é possível modificar a forma do domínio admissível e eliminar a 
singularidade. Para isso basta modificar o problema de otimização original ao assumir um valor 
muito pequeno, ε, para a área mínima de secção das barras e utilizar também esse valor para 
relaxar os constrangimentos de desigualdade da tensão. 
O problema original de otimização topológica de minimização de massa de uma treliça 
pode ser escrito da seguinte maneira: 
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 min
𝐴𝑖







 Sujeito a  𝐊𝑢𝑗 = 𝑝𝑗  , 𝑗 = 1,2, … ,𝑀.  
  (𝜎𝑖
𝐿 − 𝜎𝑖𝑗)𝐴𝑖 ≤ 0,  
  (𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝑖
𝑈)𝐴𝑖 ≤ 0,  
 Com 𝐴𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,… , 𝑁.   
O problema relaxado, proposto por Cheng & Guo (1997), é descrito a seguir, para que se 
possam observar as diferenças entre os dois: 
 min
𝐴𝑖







 Sujeito a 𝐊𝑢𝑗 = 𝑝𝑗  , 𝑗 = 1,2, … ,𝑀. 
  (𝜎𝑖
𝐿 − 𝜎𝑖𝑗)𝐴𝑖 ≤ , 
  (𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝑖
𝑈)𝐴𝑖 ≤ , 
 
 Com 𝐴𝑖 ≥
2, 𝑖 = 1, … , 𝑁.   
Nesta formulação, 𝑁 é o número de barras da estrutura, 𝑀 diz respeito ao número de 
casos de carga considerados, 𝐴𝑖, 𝜌𝑖 e 𝐿𝑖 referem-se respectivamente à área de secção, à densidade 
e ao comprimento das barras da estrutura. Também 𝜎𝑖
𝐿, 𝜎𝑖
𝑈e 𝜎𝑖𝑗 são respectivamente o limite 
inferior e superior da tensão, e a tensão em cada barra 𝑖 para cada caso de carga 𝑗. 
Considera-se  um número muito pequeno ( ≪ 1). O valor de  determina o grau de 
amplitude de relaxamento do problema. Com esta formulação não existe degeneração do domínio 
admissível. Cheng & Guo (1997) propuseram uma sequência de problemas de otimização em que 
o valor de  reduz-se, → 0, convergindo para o problema original, designando-se método da 
continuação (continuous approach em inglês). Mais à frente, no caso de estudo será explicado 
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que, à medida que  tende para zero, 𝑚𝜀 ⟶𝑚, onde 𝑚𝜀 é o óptimo global do problema relaxado, 
equação (2.4). 
Outros autores adaptaram o ε-relaxation a problemas de otimização topológica em meios 
contínuos. Por exemplo, Duysinx & Bendsøe (1998) utilizaram uma variação da formulação 






− 1) ≤ , com 2 = 𝜌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜌 (2.5)  
 
Aqui 𝜎𝑉𝑀 é a tensão de Von-Mises e 𝜎𝑐𝑒𝑑 é a tensão de cedência. O expoente de 
penalização 𝑝 foi introduzido pois neste caso, como a formulação é utilizada em conjunto com o 
modelo SIMP, é necessário contar com a atenuação da tensão para material com densidades 𝜌 
intermédias.  
Duysinx & Sigmund (1998) também utilizaram uma formulação alternativa do ε-
relaxation multiplicando ε por um fator (1 − 𝜌). Esta multiplicação assegura que o 
constrangimento real seja imposto quando 𝜌 = 1. Esta formulação dos constrangimentos de 




− 1) ≤ (1 − 𝜌), com 2 = 𝜌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜌  (2.6)  
 
Outra variação da formulação de Cheng & Guo (1997) é a proposta por Guilherme & 
Fonseca (2007). Esta formulação representa uma aproximação contínua ao problema original 
através do parâmetro , e pode ser escrita como, 
 𝜎𝑉𝑀
𝜎𝑐𝑒𝑑
− 1 ≤ 𝑝 −  (2.7)  
 
Outros autores exploraram estas formulações como Pereira et al. (2004) que utilizou a 
formulação proposta por  Duysinx & Sigmund (1998) e chegou à conclusão que o esforço 
computacional envolvido no problema da tensão é dez vezes maior que no problema de 
minimização de compliance convencional (maximização da rigidez). París et al. (2009) também 
utilizou uma formulação semelhante à proposta por Duysinx & Bendsøe (1998), ver tabela 2.1. 
Na tabela 2.1 apresentam-se as várias formulações do ε-relaxation utilizadas por cada autor e o 
tipo de problema de otimização considerado. 
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Tabela 2.1: Síntese da literatura sobre otimização topológica com constrangimentos de tensão utilizando 
o método ε-relaxation. 
Autor 
Constrangimento de tensão 
relaxado (ε-relaxation) 
Problema de otimização 
Cheng & Guo (1997) 
(𝜎𝑖
𝐿 − 𝜎𝑖𝑗)𝐴𝑖 ≤ ,  
(𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝑖
𝑈)𝐴𝑖 ≤ ,  
2 ≤ 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑁.  
Minimização da massa de uma 
estrutura reticulada sujeita a 
constrangimentos de tensão 




− 1) ≤ ,  
2 = 𝜌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜌.  
Minimização do volume de uma 
estrutura sujeita a 
constrangimentos de tensão locais 




− 1) ≤ (1 − 𝜌),  
2 = 𝜌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜌. 
Pereira et al. (2004) 
Pierre Duysinx & Sigmund 
(1998) Minimização do volume de uma 
estrutura sujeita a 
constrangimentos de tensão globais Guilherme & Fonseca (2007) 
𝜎𝑉𝑀
𝜎𝑐𝑒𝑑
− 1 ≤ 𝑝 −   
 
2.2.2 qp-approach 
Proposto inicialmente por Bruggi & Venini (2007), o qp-approach tem como objetivo 
ultrapassar a dificuldade do fenómeno da singularidade. Este método baseia-se num modelo de 
tensão microscópica que reproduz o comportamento de um material compósito laminado poroso 
(rank 2), o qual foi proposto por Duysinx & Bendsøe (1998). Neste modelo, as densidades 
intermédias representam a densidade da microestrutura em termos da espessura das camadas. A 
tensão microscópica é a tensão verificada nessas camadas. 
Para se reproduzir o comportamento da tensão nesses materiais, a tensão microscópica 
num problema de otimização topológica baseado na densidade, deve contemplar duas condições: 
(i) ser inversamente proporcional à variável de densidade e (ii) convergir para uma tensão finita 
quando a densidade tende para zero. Esta última condição deriva do estudo do comportamento 
assimptótico da tensão nas camadas. Quando a espessura de uma camada tende para zero, a tensão 
local permanece finita assumindo que a extensão macroscópica é finita. A definição da tensão 







𝐂𝑒(𝐸0)〈𝛜𝑒〉 (2.8)  
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Aqui, 𝐂𝑒 é o tensor de elasticidade baseado no Modulo de Young efectivo 
(homogeneizado), 〈𝛜𝑒〉 é o vetor da extensão macroscópica. A notação 〈. 〉 é utilizada para 
quantidades homogeneizadas. Também aqui, o valor do expoente 𝑞, deverá ser tal que a equação 
(2.8) satisfaça a segunda condição. A segunda condição é apenas satisfeita para 𝑞 = 𝑝, portanto 
a tensão microscópica é definida por: 
 𝛔𝑒 = 𝐂𝑒(𝐸0)〈𝛜𝑒〉 (2.9)  
 
Uma dificuldade que se levanta com esta definição de tensão microscópica é que é 
diferente de zero em densidades nulas (assumindo extensão finita): lim𝜌→0𝜎 ≠ 0. Quando a 
densidade é zero a tensão converge para o valor finito, correspondente à tensão para uma 
densidade infinitesimal nesse elemento. Portanto, o modelo não representa corretamente o 
fenómeno físico para o caso limite, pois, a tensão deveria ser zero quando não existe material. 
Consequentemente, esta propriedade impede o optimizador de chegar a uma solução ótima, já 
conhecida como ótima singular. 
No qp-approach, quando 𝑞 < 𝑝 a tensão na Eq. (2.8) será zero quando a variável de 
densidade no limite é zero: 
 lim𝜌𝑒→0𝜌𝑒
𝑝−𝑞
𝐂𝑒(𝐸0)〈𝛜𝑒〉 = 0,    para 𝑞 < 𝑝 (2.10)  
 
Assim, o conjunto de constrangimentos de tensão original pode ser substituído pelo 







− 1 ≤ 0,     onde 𝑞𝑝 = 𝑝 − 𝑞 > 0,      ∀𝑗 ∈ Ω
𝑑 (2.11)  
 
Ao contrário do conjunto de constrangimentos original que eram apenas aplicados ao 
domínio material Ω𝑚𝑎𝑡
𝑑 , o novo conjunto de constrangimentos relaxado é aplicado a todo o 
domínio de projeto Ω𝑑. Aqui é introduzido um parâmetro de relaxamento 𝑞𝑝 que é análogo ao 
parâmetro utilizado no ε-relaxation. Em problemas de otimização topológica baseados na 
densidade o qp-approach é normalmente aplicado utilizando um parâmetro de relaxamento 
relativamente alto, tipicamente 𝑞𝑝 = 0.5 ou 1. No capítulo seguinte também o qp-approach será 
aplicado ao caso de estudo. 
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Le et al. (2010) propuseram uma variação do qp-approach mais geral, que proporciona 
um número de esquemas de interpolação viável para a rigidez e tensão. O constrangimento de 
tensão relaxado é reescrito como: 
  𝜎𝑉𝑀𝜂(𝜌𝑒)
𝜎𝑐𝑒𝑑
− 1 ≤ 0 (2.12)  
 
Aqui 𝜂(𝜌𝑒) é um factor de ponderação da tensão (no SIMP, 𝜌
𝑝 é utilizado da mesma 
forma para ponderar a densidade dos elementos). Um domínio de projeto regular é gerado desde 
que 𝜂(𝜌𝑒) seja contínuo e 𝜂(0) = 0. Para o problema de optimização topológica com 
constrangimentos de tensão, o autor escolheu o factor 𝜂(𝜌𝑒) = 𝜌
1/2, sendo que essa escolha foi 
baseada em funções de interpolação. Para outras restrições que 𝜂(𝜌𝑒) tenha que satisfazer e para 
o método de escolha do fator 𝜂(𝜌𝑒), ver Le et al. (2010). 
Tabela 2.2: Síntese de formulações do método de relaxamento qp-approach proposto por alguns autores. 
Autor 
Constrangimento 
de tensão relaxado 
(qp-approach) 
Problema de otimização 
Métodos de 
Agregação 






− 1 ≤ 0 
 
Minimização de compliance 
de uma estrutura sujeita a 





Minimização da massa de 
uma estrutura sujeita a 
constrangimentos de tensão 
Le et al. (2010) 
𝜌1/2𝜎𝑉𝑀
𝜎𝑐𝑒𝑑









As variações do método qp-approach de Bruggi & Venini (2007) apresentadas por outros 
autores baseiam-se em métodos de agregação de constrangimentos, onde são aplicados estes 
métodos para agregar os constrangimentos de tensão locais em constrangimentos globais, 
regionais ou em bloco agregado. Na tabela em cima são apresentados alguns autores que 
aplicaram o método qp-approach com e sem métodos de agregação.
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3 Análise do campo de tensão 
3.1 Convergência no método dos elementos finitos 
Um dos objetivos principais desta dissertação é o desenvolvimento de um estudo de 
convergência de malha de elementos finitos que forneça informações acerca da distribuição de 
tensões em topologias otimizadas com um código FORTRAN. É muito importante que as tensões 
sigam um padrão convergente, não só para se poderem validar os resultados dessas análises, como 
para provar que tais resultados obtidos pelo código são fidedignos. Para desenvolvimentos futuros 
do código, onde o objetivo é a implementação de constrangimentos de tensão ao problema de 
otimização topológica, a convergência da tensão é essencial. 
3.1.1 Critérios de convergência no MEF 
O MEF é um método numérico largamente utilizado em problemas de engenharia com o 
objetivo de obter a solução de uma equação diferencial que rege um problema físico. Este método 
baseia-se na discretização de um domínio contínuo em elementos finitos. A precisão dos seus 
resultados depende, portanto do número de elementos utilizados para representar o domínio 
físico. À medida que a malha de elementos finitos é progressivamente refinada, a solução melhora 
e deve convergir para um valor específico. Para que exista convergência monótona à medida que 
a malha é refinada, o modelo de elementos finitos tem que obedecer a dois critérios de 
convergência, ao critério da integralidade (completeness) e ao critério da compatibilidade 
(compatibility). Se existir uma solução analítica para o problema, as soluções numéricas 
resultantes com o processo de refinamento da malha convergirão para a solução exata. Na figura 
3.1 está demonstrado o processo de refinamento da malha, quando se aumenta a discretização 
também a precisão dos resultados aumenta. Esta é a definição usual de um estudo de convergência
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 de malha. Mas, existem situações em que a solução não converge à medida que a malha é 
refinada. A existência de singularidades no campo de tensão é uma dessas situações. 
 
Figura 3.1: Processo de refinamento da malha onde se inicia com uma malha grosseira e se chega a uma 
malha refinada. O aumenta da discretização da malha provoca o aumento da precisão dos resultados. 
3.1.2 Singularidades na malha de elementos finitos 
A singularidade devido à tensão é um ponto na malha de elementos finitos onde a tensão 
não converge para um determinado valor. À medida que a malha é refinada, a tensão nesse ponto 
continua a aumentar, sendo que teoricamente, a tensão na singularidade é infinita. As situações 
típicas onde as singularidades acontecem são, a aplicação de uma carga pontual, cantos 
reentrantes agudos na geometria e constrangimentos de deslocamento pontuais. Portanto, é 
possível afirmar que o fenómeno da singularidade é uma situação comum no MEF. Com o 
conhecimento adequado é possível determinar as possíveis localizações de singularidades na 
geometria e definir qual a sua importância para o modelo em estudo. 
Apesar de nestas singularidades a tensão ser infinita, tal não implica que os resultados do 
modelo estejam completamente errados. Em primeiro lugar, os deslocamentos estão corretos até 
no ponto de singularidade. Apesar disso, a tensão na singularidade irá afetar todos os resultados 
de tensão na sua proximidade, porém, à medida que a distância ao ponto de singularidade aumenta 
os resultados de tensão melhoram e começam a tender para um valor específico, mais realista, 
consequência imediata do Principio de St. Venant’s. Este é talvez um dos mais importantes 
princípios e pode ser aplicado na presença de singularidades de tensões. 
3.1.3 Principio de St. Venant’s 
O Principio de St. Venant’s declara que o efeito local de perturbações a um campo de 
tensões uniforme permanece local. Isto significa que, a partir de certa distância da perturbação os 
resultados não serão afetados como pode ser observado na figura 3.2. A distância mínima para 
DISCRETIZAÇÃO 
PRECISÃO 
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que os resultados não sejam afetados é o tamanho da própria perturbação. O Principio de St. 
Venant’s permite aos engenheiros ignorar singularidades de tensão quando a tensão perto da 
singularidade não é de interesse. 
 
Figura 3.2: Carga pontual P aplicada a provete. A distribuição da tensão na vizinhança do carregamento 
aplicado não é uniforme. Porém, a tensão torna-se uniforme a uma certa distância do carregamento 
aplicado, como descrito pelo Principio de St. Venant’s. 
Outro fenómeno relacionado com a tensão máxima num campo de tensões é a 
concentração de tensões, quando um elevado gradiente de tensão ocorre numa pequena área da 
geometria (Young & Budynas, 2002). 
3.1.4 Concentração de tensões 
A concentração de tensões é uma área na malha de elementos finitos onde a tensão sobe 
acima da tensão nominal aplicada. Comporta-se de forma semelhante à singularidade, mas a 
tensão nestas áreas converge para um valor finito dado que a malha seja suficientemente refinada, 
ao contrário do que acontece para uma singularidade. As concentrações de tensão ocorrem quando 
as linhas de tensão são desviadas devido a certas características ou variações na geometria. Por 
exemplo, algumas dessas características podem ser furos, boleados na geometria ou uma alteração 
na secção transversal. Elevados gradientes de tensão também se verificam em pontos de contacto 
entre duas geometrias. 
3.1.5 Procedimento para verificar convergência 
O método formal de se alcançar a convergência de malha de elementos finitos requer que 
a curva dos resultados (normalmente uma tensão ou energia) convirja com alguma medida de 
densidade da malha. Para traçar a curva são necessárias pelo menos três análises com densidades 
de malha diferentes de modo a ser possível identificar quando a convergência é alcançada ou, 
quão distante a malha mais refinada está de demonstrar convergência total da curva. Depois de 
comparadas soluções sucessivas, um comportamento assintótico da curva de resultados começa 
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Eventualmente, estas diferenças serão pequenas o suficiente e é possível afirmar que o modelo 
considerado convergiu. 
Em teoria, por cada nível sucessivo de refinamento da malha num estudo de 
convergência, todos os elementos do modelo devem ser divididos em todas as direções. Apesar 
da afirmação anterior ser de grande importância, não é necessário aplicar a todo o modelo. O 
Principio de St. Venant’s referido anteriormente, infere que a tensão local numa região da 
geometria não afeta as tensões noutra zona qualquer. De um ponto de vista físico então, deve ser 
possível testar a convergência de um modelo apenas refinando a malha em regiões de interesse, 
e manter grosseira a malha noutra zona. 
3.1.6 Métricas para o estudo da convergência 
O estudo de convergência de malha requer uma escolha apropriada de métricas de 
refinamento de malha. Estas métricas são classificadas como locais ou globais dependendo dos 
resultados que são analisados, ou seja, a métrica pode ser definida numa localização específica da 
malha ou como o integral dos campos em toda extensão do modelo. Um exemplo de métrica local 
é o deslocamento ou a tensão medidas num nó do modelo de elementos finitos. Um exemplo de 
métrica global é o integral da energia de deformação em toda a extensão do domínio do modelo. 
Quando se escolhe uma métrica é importante lembrar que diferentes métricas terão diferentes 
comportamentos de convergência, isto é, dependendo da métrica a curva irá convergir mais ou 
menos rápido. 
3.1.7 Técnicas de discretização da malha de elementos finitos 
Existem várias técnicas para o refinamento da malha de elementos finitos utilizadas em 
estudos de convergência de malha. Os dois métodos mais utilizados são: a) h-method e b) p-
method. Estes métodos são diferentes formas de adicionar graus de liberdade ao modelo, como se 
pode observar na figura 3.3. Essa diferença deve-se ao facto de como os elementos são tratados 
em cada método. O h-method utiliza vários elementos simples enquanto o p-method utiliza poucos 
elementos complexos. Além destes, existem outros métodos de refinamento da malha mas não 
são utilizados nesta dissertação. 
 
Figura 3.3: Refinamento da malha original (a) pelo h-method (b) e pelo p-method (c). 
a)             b)       c) 
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3.1.7.1 h-method 
No h-method (figura 3.3b) o aumento da precisão dos resultados é obtido aumentado o 
número do mesmo tipo de elementos da malha. Este método caracteriza-se por diminuir o 
tamanho dos elementos, dividindo cada elemento existente em dois ou mais elementos, sem 
alterar o tipo de elemento. Se uma geometria for modelada com uma malha muito grosseira, então 
os resultados, por exemplo, das tensões serão bastante imprecisos. Para aumentar a precisão da 
solução têm que ser adicionados mais elementos. Este processo gera uma malha mais refinada. 
Numa análise inicial é utilizada uma malha grosseira para modelar o problema e obter uma 
solução. Posteriormente, para verificar a solução anterior, é criada uma malha mais refinada do 
modelo. Se uma solução mais precisa for pretendida a malha tem sempre que ser mais refinada 
que o caso anterior. O problema é analisado novamente para se obter uma segunda solução. Se 
existir uma grande diferença entre duas soluções consecutivas, então a malha tem que ser refinada 
e analisada novamente. Este processo iterativo é executado até que a diferença entre resultados 
seja mínima. Este é o método utilizado nesta dissertação para realizar o estudo de convergência 
de malha. 
3.1.7.2 p-method 
A letra p em p-method (figura 3.3c) significa “polinomial”, ou seja, este método faz 
alterações no grau dos polinómios interpoladores nos elementos finitos. Este método melhora os 
resultados utilizando a mesma malha comparando com o caso anterior, mas aumentando a 
precisão do campo de deslocamentos de cada elemento, através de funções de forma de melhor 
qualidade. Aumenta-se a ordem polinomial das funções de forma mantendo a malha constante. O 
processo de estudo de convergência de malha com este método é semelhante ao anterior, mas 
aumenta-se o grau do polinómio em vez do número de elementos. A grande desvantagem deste 
método é que o custo computacional aumenta mais rapidamente do que outros métodos de 
refinamento de malha. Ainda assim, o estudo de convergência de malha desta dissertação é 
realizado com elementos hexaedros de 8 nós e com elementos hexaedros de ordem superior de 
20 nós. 
3.1.8 Erros que afetam os resultados da solução de elementos finitos 
Existem vários erros que afetam os resultados de elementos finitos. Quando se realiza um 
estudo de convergência de malha, para facilitar a interpretação e discussão dos resultados é 
necessário compreender as fontes dos erros que podem estar a influenciar os resultados obtidos. 
Os erros podem estar associados à geometria da malha e à discretização, sendo que o primeiro se 
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denomina por erro de modelação e o segundo por erro de discretização. O erro de modelação está 
associado às simplificações geométricas realizadas no modelo geométrico, omitindo certas 
características do modelo real como cantos arredondados, o que pode originar singularidades na 
distribuição de tensões. Um exemplo deste tipo de erro é o uso de elementos bilineares para 
representar superfícies ou bordos curvos, o que poderá resultar no aparecimento de singularidades 
e consequente alteração dos resultados. O erro de discretização está relacionado com a 
aproximação de uma função contínua utilizando um domínio discretizado próprio do MEF. Neste 
tipo de erros quanto menor a discretização da malha maior o erro. À medida que se aumenta a 
discretização da malha o resultado aproxima-se do valor exato. É boa prática numa análise de 
elementos finitos obter um erro de discretização menor que 10%. 
3.2 Modelo material 
O modelo material considerado nesta dissertação está representado na figura 3.4. 
Assumindo duas fases misturadas, sólido e vazio e através de repetições de uma célula de base 
unitária que representa a mais pequena heterogeneidade do meio heterogéneo , é gerado um 
material celular. As propriedades elásticas desse meio são calculadas através de homogeneização 
assumindo condições de fronteira periódicas e periodicidade infinita da célula unitária (Guedes 
& Kikuchi, 1990). O domínio da célula unitária Y é discretizado por várias malhas regulares, 
nomeadamente, 88, 1616, 3232, 6464 e128128 com elementos finitos isoparamétricos 
hexaedros de 8 nós e de ordem superior de 20 nós, com o objetivo de obter um design de material 
ótimo. Embora sejam utilizados elementos tridimensionais o foco deste estudo está em gerar 
topologias ótimas em 2-D, forçando uniformidade do design na direção normal ao plano. Isto 
simplifica a complexidade do problema associado a designs de microestruturas em 3-D a 
considerar em trabalhos futuros. É atribuída uma variável de densidade por cada elemento finito 
da malha, assumindo que dentro do elemento a variável se mantém uniforme. As fases de sólido 
e vazio correspondem a uma densidade igual a 1 e a 0, respetivamente. Otimização topológica 
pode então ser utilizada para procurar uma topologia de uma célula unitária, melhorando um 
parâmetro de performance estrutural e ao mesmo tempo, cumprindo com requisitos de projeto. 
Este método é também conhecido como homogeneização inversa e foi introduzido originalmente 
por Sigmund (1994). 
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Figura 3.4: Modelo material de um material compósito com célula unitária periódica (série de n  n 
células unitárias no domínio  de tamanho D, em teoria n  ). Representação das condições de 
fronteira periódicas aplicadas à célula unitária de domínio Y e tamanho d. Adaptado de Coelho et al 
(2017). 
3.3 Estudo de convergência de malha 
O estudo de convergência de malha presente nesta dissertação divide-se em dois grupos, 
no primeiro tratam-se os resultados da análise de elementos finitos de geometrias pré-definidas e 
no segundo os resultados da análise de elementos finitos com geometrias otimizadas 
topologicamente. Para ambos os estudos foi utilizada uma malha de elementos finitos 
quadrangular, mas para o primeiro foram também geradas malhas não-quadrangulares de modo a 
minimizar ou eliminar o erro de modelação em certas geometrias analisadas a cada discretização 
da malha efetuada. De modo a gerar as malhas pretendidas foi necessário desenvolver um 
programa em software Matlab que, em conjunto com o software Ansys que corre um código 
gerador de malha de elementos finitos, agrupa toda a informação gerada de forma a ser 
reconhecida pelo programa de otimização em FORTRAN, como está explicado no Anexo II. Para 
o estudo foram consideradas discretizações de 8×8, 16×16, 32×32, 64×64 e 128×128. Na figura 
3.6 observam-se as malhas das geometrias pré-definidas utilizadas na primeira análise e as 
discretizações de 16×16, 32×32 e 64×64 de cada uma. Não se apresenta a malha de 8×8 por ser 
muito grosseira e a de 128×128 devido ao tamanho reduzido dos elementos, que não seriam 
percetíveis. O estudo foi realizado com elementos de 8 nós e elementos de ordem superior de 20 
nós, à exceção das geometrias de malha não-quadrangular onde apenas foram utilizados 
elementos de 8 nós. Na tabela 3.1 estão representados os carregamentos aplicados a cada 
geometria no caso da análise. 
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O primeiro estudo, onde se analisam as geometrias pré-definas sujeitas aos carregamentos 
da tabela 3.1, são consideradas como métricas globais a energia de deformação S e a tensão 
equivalente máxima σmáx. Como métrica local é considerada a tensão, σ, lida em nós de interesse 
na malha. Para cada caso existe uma seleção de nós onde a tensão é monitorizada. 
Tabela 3.1: Carregamentos aplicados a cada geometria analisada e otimizada no estudo de convergência 
de malha das geometrias. 
Geometria Carregamento aplicado 
• Furo quadrado 75% em malha quadrangular 
• Furo circular 50% em malha quadrangular 
• Furo circular 80% em malha quadrangular 
• Furo circular 50% em malha não-quadrangular 
• Furo circular 80% em malha não-quadrangular 
 
Hidrostático 
• Furo quadrado 75% em malha quadrangular 
 
Corte 1 




No segundo estudo, as otimizações topológicas com constrangimento de volume são 
realizadas com as mesmas discretizações de malha quadrangular, representadas na figura 3.5. 
Aqui o objetivo foi recriar as geometrias pré-definidas do caso anterior através da otimização 
topológica de maneira a que fosse possível comparar os resultados. As geometrias obtidas são 
também sujeitas aos mesmos carregamentos representados na tabela 3.1. As métricas globais 
escolhidas para este caso foram as mesmas que no anterior, a energia de deformação S e a tensão 
equivalente máxima σmáx. Como métrica local foi escolhida a tensão analisada em dois elementos 
específicos da malha situados numa zona onde se pudesse garantir sempre a presença de material 
(𝜌 = 1) durante o processo de otimização. 
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Nos dois estudos é calculado o desvio D dos resultados das diferentes discretizações de 
malha em relação à discretização maior, ou seja 128×128, tanto para elementos de 8 nós como de 







onde R representa o resultado da energia de deformação S ou da tensão σ. Para ambos os estudos 
é também traçado um gráfico do desvio energia de deformação D contra o custo computacional. 
Ambos os parâmetros foram adimensionalizados para que fosse possível criar uma curva de soma. 
O objetivo deste gráfico é obter conclusões acerca de qual a malha com o melhor compromisso 
entre a precisão dos resultados e o tempo despendido no cálculo computacional. 
 
Figura 3.5: Discretização das malhas utilizadas no problema de otimização topológica. (Malha de 
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Figura 3.6: Representação das malhas das geometrias pré-definidas utilizadas na primeira análise de 
convergência. Na figura está representada a completo a malha com discretização 16×16 e ao lado o 
pormenor de um quarto da malha (a) para a mesma discretização, (b) 32×32 e (c) 64×64. 
a)                   b)                          c) 
a)            b)        c) 
a)           b)        c) 
a)           b)        c) 
a)            b)        c) 
a)            b)         c) 
Furo quadrado 75% em malha quadrangular 
Furo circular 50% em malha quadrangular 
Furo circular 80% em malha quadrangular 
Furo circular 80% em malha não-quadrangular 
Furo circular 50% em malha não-quadrangular 
  Furo quadrado 50% a 45º em malha não-quadrangular 
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3.4 Problema de otimização 
Nesta dissertação, ao nível da otimização topológica de células unitárias de material de 
microestrutura periódica, utiliza-se uma formulação standard, a minimização de uma função 
objetivo que é a densidade de energia de tensão (compliance), sujeita a constrangimentos de 
volume. Nesta dissertação não são considerados constrangimentos de tensão no problema de 
otimização topológica no contínuo, ficando isso para trabalhos futuros. Neste estudo o foco é 
estudar a distribuição de tensão e o seu comportamento altamente não-linear em topologias 
otimizadas pela formulação dada pela equação (3.2). 
No projeto ótimo de material, o domínio de projeto é o da célula unitária, e a sua topologia 
é obtida pela solução de um problema de distribuição de densidade 𝜌. A variável de densidade 𝜌 
está restringida a um intervalo ]0,1], em que 1 representa a presença de material e 0 a ausência do 
mesmo. No entanto, como se trata de um problema de meio contínuo, obtêm-se as denominadas 
“zonas cinzentas”, quando a variável 𝜌 toma valores intermédios. Assim é necessário a utilização 
do método SIMP, para que essas densidades intermédias sejam penalizadas e convirjam para 0 
ou 1, dado que valores intermédios não têm significado físico aqui. 
O problema de otimização que visa a minimização da compliance com constrangimentos 
de volume pode ser definido da seguinte maneira: 
min 
𝜌




𝐻 (𝜌)𝜎𝑚𝑛𝜎𝑘𝑙                       (3.2)  
 sujeito a                         ∫𝜌(𝑦)𝑑𝑌
𝑌
≤ V∗                             
Com  0 ≤ 𝜌 ≤ 1,     𝑦 ∈ 𝑌                                                             
em que 𝜌 é a densidade local, assume um valor no intervalo ]0,1] e depende da variável de posição 
𝑦 na célula unitária de domínio 𝑌. O tensor da tensão 𝜎 caracteriza o campo de tensões médias 
macroscópicas aplicadas ao compósito, 𝐶𝐻 representa o tensor da compliance homogeneizado, 
sendo este o inverso do tensor de rigidez homogeneizado 𝐸𝐻. Desta forma, a solução final obtida 
contem uma percentagem de material, V∗, em relação ao domínio de projeto, 𝑌, definido 
inicialmente. No entanto, o constrangimento deve aparecer na forma ≤ 1 devido ao algoritmo de 
optimização utilizado (MMA), pelo que deve ser reformulado para: 
∫𝜇(𝑦)𝑑𝑌 ≤ V∗ ⇔  
          ∫ 𝜇(𝑦)𝑑𝑌 + (1 − V∗) ≤ 1 
(3.3)  
(3.4)  
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3.4.1 Análise da tensão pela homogeneização 
A análise da tensão equivalente depende das tensões microscópicas (ao nível do material) 
que são obtidas por homogeneização assimptótica, considerando as deformações características 
𝜒𝑘
𝑟𝑠, estudadas em publicações anteriores (Ferreira et al, 2014), ver equação (3.5). 





0  (3.5)  
onde 𝑟𝑠
0  é o campo de deslocamento macroscópico (médio) e relaciona-se com a tensão 




0  (3.6)  
Os resultados da tensão microscópica 𝜎𝑖𝑗 representam os estados de tensão 
tridimensionais que variam ao longo do domínio da célula unitária Y. A metodologia utilizada 
para se obterem esses mesmos resultados de tensão é baseada no software POSTMAT, (Ferreira 
et al, 2014 e Guedes & Kikuchi, 1990). 
3.4.2 Filtro de densidades 
No problema apresentado na equação (3.2) é utilizado um filtro de densidades, de acordo 
com Bruns & Tortorelli (2001) e Sigmund (2007), de forma a evitar problemas de checkerboard, 
além de também suavizar suficientemente os campos de densidade e de tensão, para que 
singularidades sejam menos suscetíveis de ocorrer no interior do domínio da célula unitária 
enquanto o seu desing sofre alterações durante o período iterativo do processo de otimização. Este 
filtro é apresentado na equação (3.7) onde  é um fator de peso baseado num dado raio do filtro 




 , 𝜔(𝑥𝑖) = max{0, 𝑅min − ‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑒‖} (3.7)  
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4 Fenómeno da singularidade 
Neste capítulo será demonstrada a aplicação dos métodos de relaxamento de 
constrangimentos de tensão, ε-relaxation proposto por Cheng & Guo (1997) e qp-approach 
proposto por Bruggi & Venini (2007), num problema simples de otimização topológica de uma 
estrutura reticulada de três barras sujeita a múltiplos casos de carga. Será demonstrado o problema 
sem relaxamento e com relaxamento, serão explicadas as alterações provocadas pelo ε-relaxation 
e qp-approach ao domínio admissível do problema e sua influência na obtenção de uma solução 
ótima global do problema. Outros autores também estudaram a aplicação do ε-relaxation como 
Stolpe & Svanberg (2001), Lee et al. (2012) e Verbart (2015), assim como do qp-approach como 
Matteo Bruggi (2008), Le et al. (2010) e Lee et al. (2012). Verbart et al (2016) apresentou outro 
método de relaxamento chamado damage approach. Na tabela 3.1 estão referidos os vários 
problemas de otimização de treliças publicados por vários autores. Os problemas são comparados 
quanto ao modelo geométrico como o comprimento das barras, casos de carga aplicados, tensões 
de cedência, densidade, Módulo de Young, áreas de secção das barras, variáveis de projeto 








Tabela 4.1: Quadro resumo das publicações onde foram aplicados os métodos de relaxamento ao problema de uma estrutura reticulada. Neste quadro estão resumidos vários dados 
referentes ao problema estudado por cada autor bem como as variáveis de projeto consideradas e o método de relaxamento utilizado. 
 
                                                     
† O autor é omisso em relação aos valores da densidade que considerou, mas uma reprodução dos resultados desse autor permitiu no âmbito desta dissertação perceber que 
considerou os valores aqui divulgados. 
 
   
 
Autor Kirsch (1990) 






Bruggi (2008) Cheng & Guo (1997) Verbart (2015) 
Comprimento das barras [m] 𝐿1 = 𝐿2 = 𝐿3 = 1 𝐿1 = 𝐿3 = 2; 𝐿2 = 1 𝐿1 = 𝐿3 = √2; 𝐿2 = 1 𝐿𝑖 = 1 𝐿1 = 6 10⁄ ; 𝐿2 = 4 10⁄  
Casos de carga [N] 𝑃 = {
0
10
} 𝑃 = {
0
1.5
} ; 𝑃 = {
1.2
0
} 𝑃 = {
0
1.5
} ; 𝑃 = {
1
0
} 𝑃 = {
0
1




Tensão de cedência [MPa] |𝜎𝑖
∗| = 20 
|𝜎1,3
∗| = 1 √2⁄ ; 
|𝜎2
∗| = 1 
|𝜎𝑖
∗| = 1 |𝜎𝑖
∗| = 3 
|𝜎1,3
∗| = 1 5√2⁄ ; 
|𝜎2,4
∗| = 1/5 
|𝜎𝑖
∗| = 1 
Densidade [kg/m3] N/A 
𝜌1 = 4; 
𝜌2,3 = 1 2⁄  
𝜌1,3 = 1 2⁄ ; 
𝜌2 = 1 
𝜌𝑖 = 1 
𝜌1 = 𝜌3 ≥ 0; 
 𝜌2 ≥ 0 
𝜌1,3 = 2; 𝜌2,4 = 1 𝜌1 = 1; 𝜌2 = 2 
Módulo de Young [GPa] 𝐸0𝑖 = 1 
Área de secção transversal [m2] 𝐴1 ≥ 0; 𝐴2 = 𝐴3 ≥ 0 𝐴1 = 𝐴3 ≥ 0; 𝐴2 ≥ 0 𝐴𝑖 = 1 𝐴1 = 𝐴3 ≥ 0; 𝐴2 = 𝐴4 ≥ 0 𝐴1 ≥ 0; 𝐴2 ≥ 0 
Variáveis de projeto Áreas Volumes Densidades Áreas 
Variáveis acopladas 𝐴2 = 𝐴3 𝐴1 = 𝐴3 𝑉1 = 𝑉3 𝜌1 = 𝜌3 𝐴1 = 𝐴3; 𝐴2 = 𝐴4 N/A 





ε-relaxation ε-relaxation e qp-approach 
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Neste capítulo serão estudados três problemas de otimização diferentes, baseados nas 
publicações de Stolpe & Svanberg (2001) e Bruggi (2008). Quanto ao modelo geométrico 
considera-se o mesmo nos três casos. As diferenças entre eles baseiam-se nas variáveis de projeto 
consideradas e na aplicação de diferentes métodos de relaxamento. Considerando a área de secção 
das barras como variável de projeto aplica-se no primeiro caso o método ε-relaxation. Esta 
resolução baseia-se na publicação de Stolpe & Svanberg (2001) e representa o primeiro caso de 
estudo. Para o segundo caso, considera-se a densidade como variável de projeto, de forma a 
aplicar o método SIMP ao problema de otimização para que seja possível a aplicação do método 
de relaxamento qp-approach. Para comparar os dois métodos de relaxamento é também aplicado 
o método ε-relaxation ao problema definido com o método SIMP. Esta resolução é baseada na 
publicação de Bruggi (2008). 
4.1 Modelo geométrico 
Na figura 4.1 é apresentada a estrutura reticulada de três barras utilizada aqui como caso 
de estudo. Esta estrutura foi também analisada em Stolpe & Svanberg (2001) e  Bruggi (2008) 
como está indicado na tabela 3.1. Como se pode observar 𝐴𝑖, 𝐿𝑖 e 𝜌𝑖 são respetivamente a área de 
secção, o comprimento de cada barra e a densidade de cada barra, onde 𝑖 diz respeito ao número 
do elemento. Estão também representados os dois casos de carga considerados 𝑃𝑗, onde 𝑗 
representa o número de cada caso de carga.  
 
Figura 4.1: Estrutura reticulada de três barras com dois casos de carga e três apoios fixos, e referencial 
global 0XY considerado. 
Os dados sobre este problema serão retirados mais à frente da tabela 4.1 quando for 
introduzido cada caso de estudo, pois os valores referentes às tensões de cedência, às áreas de 
secção das barras e às densidades das barras diferem entre cada caso. 
𝐴1, 𝐿1, 𝜌1 𝐴2, 𝐿2, 𝜌2 
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4.2 Modelo numérico 
O modelo numérico com a representação da malha de elementos finitos para a treliça e 
os graus de liberdade respetivos em cada nó, bem como as transformações de coordenadas e 
assemblagem das matrizes globais de cada elemento estão contidos no Anexo I. 
Com o propósito de resolver um problema de otimização topológica com 
constrangimentos de tensão recorre-se ao método dos elementos finitos para analisar e calcular as 
tensões em cada barra da treliça. Como cada caso de estudo tem valores diferentes apresenta-se 
em seguida uma solução paramétrica do problema de elementos finitos. Posteriormente 
introduzem-se os valores numéricos para cada caso. 
4.2.1 Pré-processamento 
Começa-se por calcular as matrizes de rigidez dos elementos locais [𝐊l] e globais [𝐊g], 
para de seguida se proceder à assemblagem das matrizes globais dos elementos e se obter a matriz 
de rigidez da estrutura [𝐊]. 














]   (4.1)  
 
A matriz de rigidez do elemento com dois graus de liberdade em coordenadas locais com 
a introdução do método SIMP é: 
 [𝐊l]SIMP = 𝜌
𝑝[𝐊l] (4.2)  
 
A dedução da equação (4.2) é demonstrada em anexo. De seguida, os esforços calculados 
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A matriz de transformação de coordenadas globais em coordenadas locais é: 
 
[𝐓] = [
𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑠𝑒𝑛𝛼 0 0
0 0 𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑠𝑒𝑛𝛼
] (4.4)  
 










} (4.5)  
 
O vetor 𝒖 = { 𝑢1 , 𝑣1 , 𝑢2 , 𝑣2 }
T representa os deslocamentos dos nós do elemento no 
referencial global 0XY. 








































































Por sua vez a matriz do elemento barra com dois graus de liberdade em coordenadas 
globais com a introdução do método SIMP é: 
 [𝐊g]SIMP
= 𝜌𝑝[𝐊g] (4.7)  
As equações (4.6) e (4.7) são obtidas a partir da seguinte lei de transformação: 
 [𝐊g] = [𝐓]
T[𝐊l][𝐓] (4.8)  
 
As matrizes de rigidez dos elementos tanto locais como globais são apresentadas nas 
tabelas A.4 e A.5, para o primeiro e segundo casos de estudo, respetivamente, no Anexo I. Depois 
de obtidas as matrizes de rigidez globais dos elementos faz-se a assemblagem para obter a matriz 
de rigidez da estrutura. No Anexo I pode-se consultar a matriz de rigidez da estrutura completa 
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referente a cada caso de estudo. Depois de eliminadas as linhas e colunas associadas aos graus de 

















 (4.9)  
 























 (4.10)  
 
4.2.2 Solução 
O passo seguinte é o cálculo dos deslocamentos, 𝐮, devido aos casos de carga 𝑃1 e 𝑃2. A 
solução de elementos finitos obtém-se resolvendo o sistema da equação (4.11), onde {𝐟} é o vector 
de forças generalizado e {𝐮} é o vector de deslocamentos generalizado. 
 [𝐊]{𝐮} =  {𝐟} (4.11)  
 
Os resultados obtidos serão apresentados para cada caso de estudo nos respetivos 
subcapítulos. 
4.2.3 Pós-processamento 
Em seguida são calculados os esforços nos vários elementos de barra. Estes podem ser 
calculados transformando os deslocamentos obtidos no referencial global em deslocamentos 
referidos ao referencial local de cada elemento, através da matriz de transformação de 
coordenadas 𝐓, e depois multiplicando o resultado pela matriz de rigidez do elemento no 










} (4.12)  
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Em seguida procedeu-se ao cálculo da tensão nos vários elementos, aplicando a equação 





 (4.13)  
 
Aqui 𝑓𝑖𝑗 são os esforços no elemento 𝑖 resultantes da aplicação do caso de carga 𝑗. 
4.3 1º Caso de estudo 
Neste caso de estudo, baseado em Stolpe & Svanberg (2001), será analisada a estrutura 
reticulada apresentada anteriormente considerando as áreas de secção das barras como variáveis 
de projeto. É importante referir que, como se pode observar na tabela 4.1, em Stolpe & Svanberg 
(2001) foi utilizado o volume das barras como variáveis de projeto, mas os resultados obtidos 
aqui foram os mesmos utilizando as áreas. Em Lee (2012), o autor tentou reproduzir os resultados 
obtidos por Stolpe & Svanberg (2001), mas devido a má interpretação daquele trabalho, assumiu 
que havia um erro no comprimento de duas das barras da estrutura (𝐿1 e 𝐿3) ao definir a matriz 
de rigidez e resolveu alterar os valores dos comprimentos de √2 para 2. O autor falhou também 
em mencionar a função objetivo e como a obteve, o que levou a dificuldades na compreensão dos 
valores de densidade das barras utilizados, mas a tabela 4.1 deverá apresentar os valores realmente 
utilizados de acordo com uma compreensão dos resultados elaborada no âmbito desta dissertação. 
Em seguida são apresentados os resultados da tensão nos elementos provenientes dos 
cálculos de elementos finitos. Os resultados intermédios como os deslocamentos e os esforços 
nos elementos são apresentados no Anexo I para cada caso. Na tabela 4.2 apresentam-se os dados 
relativos à estrutura considerada. 
Tabela 4.2: Dados necessários à resolução dos casos de estudo. 
Módulo de Young, 𝑬𝟎𝒊 [GPa] 1 
Comprimento Barra 1 e 3, 𝑳𝟏,𝟑 [m] √2 
Comprimento Barra 2, 𝑳𝟐 [m] 1 
Caso de Carga 1, 𝑷𝟏 [N] {0 1.5}
𝑇 
Caso de Carga 2, 𝑷𝟐 [N] {1 0}
𝑇 
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4.3.1 Tensão nos elementos 
Recorrendo aos resultados dos cálculos intermédios dos esforços nas barras presentes no 
Anexo I e substituindo na equação (4.13) os valores dos esforços indicados na tabela A.6, chega-
se aos seguintes resultados de tensão apresentados na tabela 4.3. 
Tabela 4.3: Tensões resultantes dos esforços aplicados nos elementos barra da estrutura. 
Número do elemento, i 


























4.3.2 Formulação do problema de otimização 
A função objetivo é a massa total da estrutura: 
 𝑓(𝐴1, 𝐴2) = 𝜌1𝐴1𝐿1 + 𝜌2𝐴2𝐿2 + 𝜌3𝐴3𝐿3 (4.14)  
 
Para o 1º caso de estudo as variáveis de projeto são as áreas 𝐴𝑖 de cada barra. Assume-se 
que 𝐴1 = 𝐴3 e pela tabela 4.2 considera-se 𝐿1 = 𝐿3. Também todas as barras têm a mesma 
densidade 𝜌1 = 𝜌2 = 𝜌3 = 1. Simplificando a equação (4.14) obtém-se: 
 𝑓(𝐴1, 𝐴2) = 2√2𝐴1 + 𝐴2 (4.15)  
 
Com a definição da função objetivo concluída procede-se à definição dos 
constrangimentos. Segundo Stolpe & Svanberg (2001) as tensões de cedência consideradas para 
este caso de estudo são |𝜎∗𝑖| ≤ 1 e, portanto, os constrangimentos de tensão podem ser definidos 
utilizando os resultados da tabela 4.3 tendo em conta que o cálculo da tensão em cada barra 
pressupõe a existência da respetiva barra, ou seja, área da barra é 𝐴 > 0. Portanto, a tensão na 
barra 𝑖 não está definida para 𝐴𝑖 = 0. Definem-se em seguida as funções 𝑔𝑖𝑗 dos 
constrangimentos de tensão onde o índice 𝑖 identifica a barra e 𝑗 o caso de carga. 
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Tabela 4.4: Constrangimentos de tensão dos vários elementos da estrutura. 
Número do elemento, i 






















e 𝐴2 > 0 , 𝐴1 ≥ 0. 
Tensão nula. 
 
Por fim, a equação (4.16) mostra a formulação do problema de otimização topológica de 
minimização de massa sujeito a constrangimentos de tensão para os dois casos de carga 
(formulação multicarga). No entanto, esta formulação não é completamente adequada, pois os 
constrangimentos de tensão são apenas impostos aqui se existir material, 𝐴 > 0 e desaparecem 
para 𝐴 = 0. Isto significa que o número de constrangimentos é dependente do estado das variáveis 
de projeto, se 𝐴 = 0 ou 𝐴 > 0.  
 min
𝐴1,𝐴2
  𝑓(𝐴1, 𝐴2) = 2√2𝐴1 + 𝐴2  
 




















− 1 ≤ 0 
 
Com 𝐴1, 𝐴2 > 0.  
 
 
Segundo Verbart (2015), problemas de otimização topológica com constrangimentos de 
tensão pertencem a uma classe de problemas com constrangimentos dependentes do design 
(projeto). Estes problemas são conhecidos pela seguinte denominação: Mathematical Programs 
with Vanishing Constraints1 (MPVC’s). A dificuldade associada a este tipo de problemas é que 
dependendo do ponto no espaço de projeto nem todos os constrangimentos podem estar definidos. 
                                                     
1  Possível tradução: ‘Programas Matemáticos com Desaparecimento de Constrangimentos’  
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Assim existe a necessidade de aplicar estes constrangimentos de forma independente do design 
ou do estado das variáveis de projeto. Pretende-se que todos os constrangimentos de tensão 
definidos sejam satisfeitos, mesmo que desapareça um elemento de barra da estrutura, ou seja, 
para 𝐴 = 0. Isto assim permitirá chegar a soluções óptimas de topologia diferente da inicial. Uma 
forma de ultrapassar esta dificuldade utilizada por Verbart (2015) é multiplicar o constrangimento 
de tensão 𝑔𝑖𝑗 pela respetiva variável de projeto 𝐴𝑖. Neste sentido o problema de otimização pode 
ser reformulado conforme a equação (4.17). 
Esta nova definição de constrangimento de tensão é independente do design, elimina a 




  𝑓(𝐴1, 𝐴2) = 2√2𝐴1 + 𝐴2  
 





− 1) ≤ 0 
(4.17)  
 
 𝑔12 = 𝐴1  (
1
√2𝐴1
− 1) ≤ 0 
 





− 1) ≤ 0 
 Com 𝐴1, 𝐴2 ≥ 0.   
4.3.3 Projeto ótimo 
No gráfico da figura 4.2 está representado o problema de otimização original formulado 
na equação (4.16). Observa-se na figura a região admissível a cinzento e as linhas dos 
constrangimentos do problema, 𝑔𝑖𝑗 = 0. Nesta formulação não existe domínio degenerado e a 
solução ótima encontra-se no ponto 𝐴. No entanto, esta formulação corresponde ao caso em que 
os constrangimentos de tensão são apenas impostos se existir material, 𝐴 > 0 e desaparecem 
para 𝐴 = 0. As linhas de fundo paralelas são as linhas de isocusto da função objetivo. 
No gráfico da figura 4.4 é possível observar a resolução gráfica do problema de 
otimização da equação (4.17) que representa o caso em que todos os constrangimentos definidos 
são sempre satisfeitos mesmo que desapareça um elemento da estrutura. Para uma melhor 
compreensão do que aconteceu às funções dos constrangimentos, a figura 4.3 mostra uma janela 
do gráfico mais detalhada. Como se pode observar, as funções dos constrangimentos 𝑔11 e 𝑔21, 
que na figura 4.2 são representadas por retas com declive negativo, na figura 4.3 são representadas 
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por hipérboles, onde, em cada uma delas os pontos representados respetivamente por 𝐹 ≈
(0, 0.75) e 𝐶 ≈ (2.12, 0) são pontos não definidos. Estão também representados os 
constrangimentos 𝑔12 e 𝐴1, 𝐴2 ≥ 0. No gráfico da figura 4.3, as áreas a sombreado são as áreas 
onde os constrangimentos são violados. O domínio admissível é dado pela área que não está 
preenchida mais o segmento de reta que vai do ponto C até ao ponto B (amarelo). Este segmento 
é a zona denominada de região degenerada do domínio admissível. Por sua vez, na figura 4.4, 
agora com a janela do gráfico mais focada apenas no primeiro quadrante, o domínio admissível 
do problema, é a área a cinzento mais o segmento de reta CB. É possível observar que existem 
duas soluções ótimas globais iguais, a solução 𝐴 = (0.71, 1) e 𝐵 = (1.06, 0), pois ambos os 
pontos estão sobre a mesma linha de isocusto, ou seja 𝑓∗ = 3. Encontram-se ambas no domínio 
admissível, mas a solução B encontra-se na região degenerada do domínio admissível, como 
observado anteriormente. Como foi exposto no capítulo 2, à solução B dá-se o nome de ótimo 
singular. Esta região degenerada do domínio admissível é causada pela descontinuidade do 
constrangimento de tensão quando a área de secção é zero, que resulta do comportamento 
altamente não linear da tensão. É esta a principal razão que previne a maior parte dos algoritmos 
numéricos de chegarem a uma solução verdadeiramente ótima global, e terminam a procura numa 
solução sub-ótima. De maneira a aceder a este tipo de soluções é necessário recorrer a métodos 
de relaxamento dos constrangimentos. 
 
Figura 4.2: Representação gráfica do problema original de otimização topológica da estrutura reticulada 
de três barras. 
Ótimo global 𝐀∗ = (0.71, 1) 
𝒇∗ = 3 
A 
𝑔12 = 0 
B C 
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Figura 4.3: Representação gráfica de todo o domínio do problema de otimização topológica da estrutura 
reticulada de três barras sem relaxamento dos constrangimentos de tensão. Nesta representação os 
constrangimentos são independentes do design. 
 
Figura 4.4: Representação gráfica do domínio admissível do problema de otimização topológica da 
estrutura reticulada de três barras sem relaxamento dos constrangimentos de tensão. Pormenor da figura 
4.3, (primeiro quadrante). 
4.3.4 Aplicação do ε-relaxation 
Neste método os constrangimentos de tensão originais são perturbados por um pequeno 
parâmetro de relaxamento 0 < ≪ 1. O problema de otimização com os constrangimentos de 




𝑔12 = 0 
𝑔21 = 0 
B 




𝒇∗ = 3 
𝒈𝟐𝟏 > 𝟎 
𝒈𝟏𝟏 > 𝟎 
𝒈𝟏𝟐 > 𝟎 
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 min
𝐴1,𝐴2
  𝑓(𝐴1, 𝐴2) = 2√2𝐴1 + 𝐴2  
 





− 1) − ≤ 0 
(4.18) 
 
 ?̃?12 = 𝐴1  (
1
√2𝐴1
− 1) − ≤ 0 
 





− 1) − ≤ 0 
 
Com 𝐴1, 𝐴2 ≥ 0.  
 
 
Nos gráficos das figuras apresentadas a seguir foram testados diferentes valores de  de 
maneira a se poder observar na resolução gráfica como estes influenciam o relaxamento. Foram 
realizadas otimizações, recorrendo ao método gráfico, para os seguintes valores de =
{ 0.01 , 0.05 }. 
 
Figura 4.5: Domínio de projeto depois da aplicação do ε-relaxation ao problema (ε =0.05). 
A 
B 
?̃?12 = 0 
Ótimo global(0.943,0.045) 
𝒇∗ = 2.712 
Ótimo local (0.657, 0.961) 
𝒇∗ = 2.819 
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Figura 4.6: Domínio de projeto depois da aplicação do ε-relaxation ao problema (ε =0.01). 
Como se pode observar, na figura 4.5 e 4.6 o relaxamento aplicado suaviza o subdomínio 
degenerado, fazendo com que o ótimo singular B fique acessível. No entanto, resolver o problema 
relaxado irá resultar numa solução ótima aproximada de B original, onde os dois 
constrangimentos se intersectam. À medida que o valor do parâmetro de relaxamento ε se 
aproxima de zero, o ótimo do problema aproxima-se do ótimo do problema original, B. Contudo, 
é importante referir que Stolpe & Svanberg (2001) demonstraram que a trajetória para o ótimo 
global pode ser descontínua, ou seja, a procura de um ótimo global num problema relaxado ao 
diminuir o parâmetro ε gradualmente não garante que se chegue ao verdadeiro ótimo global do 
problema original. 
4.4 2º Caso de estudo 
O 2º caso de estudo baseia-se na publicação de Bruggi (2008). Será novamente analisada 
a estrutura reticulada de três barras introduzida no subcapítulo 4.1 (Modelo Geométrico), mas ao 
contrário do 1º caso de estudo, a variável de projeto considerada será a densidade 𝜌. Esta alteração 
vem na sequência de tornar possível a comparação dos métodos de relaxamento ε-relaxation e 
qp-approach, aplicados ao mesmo problema. Devido ao facto do qp-approach ser baseado no 
método SIMP que, por sua vez, baseia-se na densidade variável, é necessário adaptar o problema 
de otimização a este método. Para tal, define-se a matriz de rigidez do elemento (𝐊l) em função 
da densidade através do método SIMP com a introdução de um expoente de penalização 𝑝, 
conforme a equação (4.2). 
A 
B 
?̃?12 = 0 
Ótimo local (0.697, 0.992) 
𝒇∗ = 2.963 
Ótimo global (1.036, 0.0098) 
𝒇∗ = 2.94 
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Em seguida serão apresentados os resultados dos cálculos das tensões nos elementos 
provenientes dos cálculos de elementos finitos do problema adaptado ao SIMP, necessários para 
a formulação do problema de otimização. 
4.4.1 Tensão nos elementos 
Recorrendo aos cálculos intermédios de elementos finitos presentes no Anexo I e 
substituindo na equação (4.13) os valores dos esforços indicados na tabela A.6 chega-se aos 
seguintes resultados de tensão, apresentados na tabela 4.5. 
Tabela 4.5: Tensões resultantes dos esforços aplicados nos elementos barra da estrutura. 
Número do elemento, i 





































4.4.2 Formulação do problema de otimização 
Para o 2º caso de estudo a função objetivo é igual à do 1º, ou seja, a massa total da 
estrutura, equação (4.14). Mas neste caso como se considera a densidade 𝜌 como variável de 
projecto, as áreas de secção das barras assumem-se todas iguais, 𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴3 = 1. De modo a 
simplificar o problema também se consideram as densidades das barras 1 e 3 iguais, 𝜌1 = 𝜌3 e 
novamente pela tabela 4.2 considera-se 𝐿1 = 𝐿3. Simplificando a equação (4.14) e considerando 
a densidade como variável de projeto obtém-se: 
 𝑓(𝜌1, 𝜌2) = 2√2𝜌1 + 𝜌2 (4.19)  
 
Segundo Bruggi (2008), as tensões de cedência consideradas para este caso têm o valor 
de |𝜎∗𝑖| ≤ 3. Os constrangimentos de tensão podem ser definidos utilizando os resultados da 
tabela 4.5. 
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Duysinx & Bendsøe (1998) referem que, ao definir os critérios de tensão para um modelo 
de material definido pelo método SIMP, a variação da rigidez com a densidade toma a forma: 
 〈𝐸(𝜌)〉 = 𝜌𝑝𝐸0 (4.20)  
 
onde 𝜌 representa a densidade e 𝑝 o expoente de penalização maior do que 1. Como foi explicado 
anteriormente, o método SIMP quando aplicado gera um design sólido-vazio através da 
penalização da rigidez associada a densidades intermédias. De forma a definir um critério de 
tensão para este modelo com densidades intermédias é necessário propor uma relação entre as 
tensões locais e o limite de tensão de um dado material, assim como a densidade. Este critério de 
tensão tem que ser o mais simples possível e, de um ponto de vista físico, as propriedades 
isotrópicas de rigidez têm que se estender também ao modelo de tensão. Assume-se então, que as 
tensões locais sejam função do inverso do parâmetro da densidade. Finalmente, este critério deve 
penalizar densidades intermédias, de modo a gerar resultados de sólido/vazio. 
Um método que satisfaz todos os requerimentos acima mencionados passa por assumir 





, (4.21)  
 
onde o expoente 𝑞 é um número maior que 1. O seu valor é determinado por um requisito de 
coerência com o critério de tensão derivado para materiais rank-2, nomeadamente as tensões 






0 〉. (4.22)  
 
A única hipótese de escolha de 𝑞 que satisfaz esta condição de coerência é 𝑞 = 𝑝, ou seja, 
expoentes iguais são utilizados para a interpolação da rigidez e das tensões locais. A escolha do 
expoente 𝑞 > 𝑝 leva a valores infinitos das tensões locais quando a densidade é nula. Por sua vez, 
a escolha de 𝑞 < 𝑝 resulta na continuidade da tensão quando a densidade é nula, de acordo com 
Duysinx & Bendsøe (1998). Esta última opção simplificaria bastante o esforço computacional 
necessário para resolver problemas de otimização topológica com constrangimentos de tensão, 
mas, infelizmente, esta escolha levaria a soluções inconsistentes com a física e que poderiam levar 
a uma remoção artificial de material no design sólido-vazio. 
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0 〉 = 𝜎𝑖𝑗 = 𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙〈 𝑘𝑙
0 〉 (4.23)  
 
que gera uma descontinuidade na imposição dos constrangimentos de tensão para densidades 








0 〉 = 𝜎𝑖𝑗 = ∞ (4.24)  
 
que como referido anteriormente leva a valores infinitos das tensões locais quando a densidade é 








0 〉 = 𝜎𝑖𝑗 = 0 (4.25)  
 
e, portanto, os mesmos constrangimentos de tensão, impostos em todo o domínio da densidade 
são automaticamente satisfeitos, mesmo se 𝜌 = 0. Isto significa que os constrangimentos são 
sempre satisfeitos, a descontinuidade quando a densidade é nula é removida, e consequentemente 
dá-se o relaxamento da região degenerada do domínio. 
Com a tensão local definida na equação (4.21) e com o critério de Von-Mises para a 
tensão local, conclui-se que os constrangimentos de tensão para o método SIMP, podem ser 
definidos como constrangimentos da tensão equivalente de Von-Mises 〈𝜎〉𝑒𝑞: 
 〈𝜎〉𝑒𝑞
𝜌𝑞
≤ 𝜎1 (4.26)  
 
este critério prevê que as tensões máximas do material são dadas por 〈𝜎〉𝑒𝑞 = 𝜎1𝜌
𝑞. 
Definem-se na tabela seguinte, as funções 𝑔𝑖𝑗 dos constrangimentos de tensão onde o 
índice 𝑖 identifica a barra e 𝑗 o caso de carga, tendo em conta a equação (4.26) do critério de 
tensão utilizando o método SIMP. 
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Tabela 4.6: Constrangimentos de tensão dos vários elementos da estrutura utilizando o método SIMP. 
Número do 
elemento, i 
Caso de carga, j 
1 2 































Com 0 < 𝜌1 ≤ 1 e 0 ≤ 𝜌2 ≤ 1. 
Tensão nula. 
 
Finalmente, a equação (4.27) mostra a formulação do problema de otimização topológica 
de minimização de massa sujeito a constrangimentos de tensão para os dois casos de carga 
(formulação multicarga), à semelhança do que acontece no caso anterior. 
 min
𝜌1,𝜌2
  𝑓(𝜌1, 𝜌2) = 2√2𝜌1 + 𝜌2  
 

































 Com  0 < 𝜌1 ≤ 1, 0 ≤ 𝜌2 ≤ 1 e 𝑞 = 𝑝.   
4.4.3 Projeto ótimo 
Na figura 4.7 resolve-se graficamente o problema formulado pela equação (4.27), sendo 
esta a versão não-relaxada deste problema. É possível observar a região admissível do problema 
que consiste na região a cinzento e no segmento de reta BC, e os constrangimentos de tensão 
definidos pelas curvas e reta a cores. O segmento de reta BC é uma região degenerada do domínio 
admissível que contém a solução ótima global do problema 𝐵(0.707, 0) com o valor de 𝒇∗ = 2, 
designada ótima singular. Nesta representação gráfica o expoente de penalização 𝑝 toma o valor 
de 3. É, portanto, necessário recorrer a métodos de relaxamento para suavizar esta região do 
domínio e tornar este tipo de soluções acessíveis. 
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Figura 4.7: Representação gráfica do problema de otimização topológica da estrutura reticulada de três 
barras sem relaxamento dos constrangimentos de tensão. 
4.4.4 Aplicação do ε-relaxation 
Aplicando o método ε-relaxation aos constrangimentos de tensão deduzidos na tabela 4.6 
e assumindo os expoentes de penalização 𝑞 = 𝑝 de modo a que o relaxamento do problema 
dependa apenas do parâmetro , obtém-se a seguinte formulação do problema de otimização que 
pode ser reescrito conforme a equação (4.28). 
 min
𝜌1,𝜌2
  𝑓(𝜌1, 𝜌2) = 2√2𝜌1 + 𝜌2  
 















𝜌1 − ≤ 0 
(4.28)  
 






















𝜌2 − ≤ 0 
 
Com  2 ≤ 𝜌1 ≤ 1  e  
2 ≤ 𝜌2 ≤ 1 onde > 0.  
 
Nos gráficos das figuras 4.8 e 4.9 foram escolhidos dois valores do parâmetro de 
relaxamento = { 0.000001 , 0.005 } . Como se pode observar em ambas as figuras o parâmetro 
de relaxamento suaviza o subdomínio degenerado do problema e na figura 4.8 observa-se que, 
𝑔12 = 0 
A 
B 
Ótimo global (0.707, 0) 
𝒇∗ = 2 
Ótimo local (0.617, 0.693) 
𝒇∗ = 2.44 
C 
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para o valor do parâmetro escolhido, este apresenta uma melhor aproximação ao problema 
original com a solução ótima do problema relaxado de 𝒇∗ = 2.023 no ponto 𝐵(0.707, 0.0238). 
Assim confirma-se o facto de que à medida que → 0 o problema relaxado se aproxima do 
problema original. 
 
Figura 4.8: Domínio de projeto depois da aplicação do ε-relaxation ao problema. Parâmetro de 
relaxamento de 0.000001. 
 
Figura 4.9: Domínio de projeto depois da aplicação do ε-relaxation ao problema. Parâmetro de 
relaxamento de 0,005. 
Ótimo local 
(0.617, 0.693) 
𝒇∗ = 2.44 
Ótimo global (0.707, 0.0238) 
𝒇∗ = 2.023 
?̃?12 = 0 





𝒇∗ = 2.43 
Ótimo global (0.697, 0.201) 
𝒇∗ = 2.17 
?̃?12 = 0 
?̃?11 = 0 
A 
B 
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4.4.5 Aplicação do qp-approach 
As expressões necessárias para aplicação do método de relaxamento qp-approach foram 
apresentadas na tabela 4.6. Depois de deduzidas as expressões dos constrangimentos de tensão 
dos vários elementos da estrutura utilizando o método SIMP é possível reescrever o problema de 
otimização relaxado como: 
 min
𝜌1,𝜌2
  𝑓(𝜌1, 𝜌2) = 2√2𝜌1 + 𝜌2  
 


































Com  0 < 𝜌1 ≤ 1  e  0 ≤ 𝜌2 ≤ 1 onde 𝑞 < 𝑝.  
 
 
Aqui 𝑞 < 𝑝, e através do parâmetro 𝑞 será controlado o relaxamento do problema. Como 
referido anteriormente, este método não necessita que os constrangimentos de tensão estejam 
apenas impostos na presença de material (𝜌 > 0), devido ao facto de que o critério de tensão 
deduzido para o método SIMP, quando os expoentes de penalização obedecem a 𝑞 < 𝑝, as 
expressões dos constrangimentos de tensão deduzidas e impostas em todo o intervalo da 
densidade são automaticamente satisfeitas, mesmo quando 𝜌 = 0. Isto significa que os 
constrangimentos são sempre satisfeitos, a descontinuidade quando a densidade é nula é removida 
e, consequentemente, existe um alargamento do domínio degenerado resultado da escolha de 𝑞 <
𝑝. 
Como se pode observar pelas figuras 4.10 e 4.11, o qp-approach tem um efeito 
semelhante ao ε-relaxation no relaxamento do subdomínio degenerado do problema. À medida 
que o parâmetro 𝑞 → 𝑝 o domínio admissível relaxado aproxima-se do domínio original e o ponto 
ótimo do problema relaxado aproxima-se do ótimo do problema original. 
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Figura 4.10: Domínio de projeto depois da aplicação do qp-approach ao problema. Parâmetro de 
relaxamento de 2.5. 
 
Figura 4.11: Domínio de projeto depois da aplicação do qp-approach ao problema. Parâmetro de 
relaxamento de 2.9. 
4.5 Comparação de resultados ótimos com e sem relaxamento 
Nesta secção serão apresentados e comparados os resultados do problema original e do 
problema com a aplicação dos métodos de relaxamento ε-relaxation e qp-approach. Os resultados 
de ambos os métodos são comparados quanto ao desvio dos resultados ótimos do problema 




𝒇∗ = 2.24 
Ótimo global (0.654, 0.163) 
𝒇∗ = 2.013 
?̃?12 = 0 
?̃?21 = 0 





𝒇∗ = 2.4 
Ótimo global (0.698, 0.008) 
𝒇∗ = 1.98 
?̃?12 = 0 
B 
A 
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×100 (4.30)  
 
4.5.1 Comparação dos resultados do 1º caso de estudo 
A comparação de resultados entre os valores ótimos do problema original e do problema 
relaxado pelo ε-relaxation são apresentados nas tabelas 4.8 e 4.9. 
Tabela 4.7: Comparação de resultados entre os valores ótimos A e B do problema original e do problema 
relaxado através do ε-relaxation para = 0.05. 
Pontos Prob. Original 
ε-relaxation 
𝜺 = 𝟎. 𝟎𝟓 
𝐃𝐞𝐬𝐯𝐢𝐨[%] 
A 3 2.819 6 
B 3 2.72 9.33 
 
Tabela 4.8: Comparação de resultados entre os valores ótimos A e B do problema original e do problema 
relaxado através do ε-relaxation para um = 0.01.  
Pontos Prob. Original 
ε-relaxation 
𝜺 = 𝟎. 𝟎𝟏 
𝐃𝐞𝐬𝐯𝐢𝐨[%] 
A 3 2.963 1.23 
B 3 2.94 2 
4.5.2 Comparação dos resultados do 2º caso de estudo 
A comparação de resultados entre os valores ótimos do problema original e do problema 
relaxado pelo ε-relaxation são apresentados nas tabelas 4.10 e 4.11, e do problema relaxado pelo 
qp-approach são apresentados nas tabelas 4.12 e 4.13. 
Tabela 4.9: Comparação de resultados entre os valores ótimos A e B do problema original e do problema 
relaxado através do ε-relaxation para um = 0.005. 
Pontos Prob. Original 
ε-relaxation 
𝜺 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟓 
𝐃𝐞𝐬𝐯𝐢𝐨[%] 
A 2.44 2.43 0,41 
B 2 2.17 8.5 
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Tabela 4.10: Comparação de resultados entre os valores ótimos A e B do problema original e do 
problema relaxado através do ε-relaxation para um = 0.000001. 
Pontos Prob. Original 
ε-relaxation 
𝜺 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟏 
𝐃𝐞𝐬𝐯𝐢𝐨[%] 
A 2.44 2.44 0 
B 2 2.023 1.15 
 
Tabela 4.11: Comparação de resultados entre os valores ótimos A e B do problema original e do 
problema relaxado através do qp-approach para um 𝑞 = 2.5. 
Pontos Prob. Original 
qp-approach 
𝒒 = 𝟐. 𝟓 
𝐃𝐞𝐬𝐯𝐢𝐨[%] 
A 2.44 2.24 8.19 
B 2 2.013 0.65 
 
Tabela 4.12: Comparação de resultados entre os valores ótimos A e B do problema original e do 
problema relaxado através do qp-approach para um 𝑞 = 2.9. 
Pontos Prob. Original 
qp-approach 
𝒒 = 𝟐. 𝟗 
𝐃𝐞𝐬𝐯𝐢𝐨[%] 
A 2.44 2.4 1.63 
B 2 1.98 1 
4.6 Comparação entre os métodos de relaxamento 
De forma a comparar o efeito de relaxamento do ε-relaxation e do qp-approach Verbart 





− 𝛼(𝜌; ) ≤ 0 (4.31)  
 
Onde 𝛼 pode ser interpretado como a perturbação feita ao domínio admissível por parte 
dos métodos de relaxamento, que depende variável de projecto densidade 𝜌 e do parâmetro de 
relaxamento . Este  representa o parâmetro de relaxamento do ε-relaxation e do qp-approach. 
O parâmetro 𝛼  para ε-relaxation e qp-approach pode ser formulado da seguinte maneira: 
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ε-relaxation:  
 𝛼 = 1 +
𝜌
−  (4.32)  
qp-approach: 
 𝛼 = 𝜌−(𝑝−𝑞) (4.33)  
 
A equação (4.32) baseia-se numa variação do ε-relaxation apresentada na equação (2.6). 
A equação (4.33) baseia-se nas equações dos constrangimentos da equação (4.29).  
 
Figura 4.12: a) Comparação do relaxamento para valores de = 0.01 e 𝑞 = 2.85. b) Comparação do 
relaxamento para valores de = 0.01 e 𝑞 = 2.96. 
Na Fig. 4.12 observa-se o efeito de ambos os métodos de relaxamento de tensão. Foram 
escolhidos, para o parâmetro  o valor de 0.01, e para o parâmetro 𝑞 os valores 2.96 e 2.85. A 
escolha destes valores baseou-se nos valores escolhidos por Verbart (2015) para a mesma 
comparação. A diferença entre ambos os métodos está no facto de o ε-relaxation perturbar o 
constrangimento principalmente na zona de densidade nula do problema enquanto que o qp-
approach perturba o constrangimento ao longo de toda a extensão da densidade. Em conclusão, 
o qp-approach relaxa o constrangimento de uma forma mais suave em comparação com o ε-
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5 Estudo de convergência de malha 
5.1 Análise de geometrias pré-definidas 
5.1.1 Caso hidrostático – Furo quadrado 
Neste caso a célula unitária tem um furo quadrado. O domínio vazio representa 25% 
(𝜌 = 0), sendo que os restantes 75% representam o domínio sólido (𝜌 = 1). É aplicado um 
carregamento hidrostático, apresentado na tabela 3.1, e posteriormente é analisado o campo de 
tensões para diferentes discretizações da célula unitária. 
Na tabela 5.1 é apresentada a geometria estudada. São também apresentados os campos 
de tensão para as várias discretizações. Como se pode observar pelas imagens da tabela, a tensão 
tende a concentrar-se em dois elementos em torno de cada vértice do furo independentemente da 
discretização da malha. Este fenómeno que se caracteriza por um pico de tensão num pequeno 
número de elementos nos cantos da malha, representa uma singularidade. É possível observá-la 
no gráfico da figura 5.2b, onde é representada a tensão equivalente máxima 𝜎máx, que aumenta à 
medida que se aumenta a discretização da malha, portanto, a tensão não é convergente. Na figura 
5.2a, observa-se o gráfico da energia de deformação S, tanto a análise com elementos de 8 nós 
como de 20 nós convergem monotonamente para um valor exato à medida que a malha é 
discretizada. 
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Tabela 5.1: Geometria da célula unitária com furo quadrado com as diferentes discretizações da malha e 
os respetivos campos de tensão [Pa]. 
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a) Energia de deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Ponto 1 d) Ponto 2 
  
e) Ponto 3 f) Ponto 4 
  
g) Ponto 5 h) Ponto 6 
Figura 5.1: Estudo de convergência de malha para o caso hidrostático numa célula unitária com furo 
quadrado: a) Energia de deformação, b) Tensão equivalente máxima, c) Tensão lida no ponto 1, d) 
Tensão lida no ponto 2, e) Tensão lida no ponto 3, f) Tensão lida no ponto 4, g) Tensão lida no ponto 5, 
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Figura 5.2: Representação de 1/4 da célula unitária com furo quadrado. Localização dos nós onde a 
tensão é lida. 
Nos gráficos que dizem respeito à tensão lida nos nós, figura 5.2c até 5.2h, os nós estão 
identificados na figura 5.1, é possível observar nos pontos 1, 2, 3, 4 e 6 a convergência dos valores 
da tensão à medida que a discretização da malha aumenta. No entanto, em alguns pontos essa 
convergência não é tão evidente, como se observa nos pontos 3, 4 e 6. Nestes pontos existem 
flutuações quando são utilizados elementos de 8 nós, mas verifica-se uma convergência mais 
suave nos elementos de 20 nós. Especificamente no ponto 6, observa-se na tabela 5.1 a tensão a 
convergir, mas as aproximações são sobrestimadas. Destaca-se também a melhor aproximação 
com a utilização de elementos de 20 nós, que se caracteriza pelo menor desvio entre as várias 
discretizações. 
5.1.2 Caso hidrostático – Furo circular com fração volúmica de 50% 
Neste caso, a geometria do furo depende da discretização da malha, isto é, à medida que 
a discretização aumenta aproxima-se da circunferência do furo. Esta geometria é obtida através 
de uma rotina no programa FORTRAN que distribui elementos com densidade 𝜌 = 1 acima de 
um valor do raio do furo que depende da fração volúmica. Nesta célula a fração volúmica é de 
aproximadamente 50% pois com os elementos quadrangulares utilizados é impossível modelar 
um furo perfeitamente circular, existe sempre um excesso ou escassez de material em relação à 
fração volúmica pretendida. À semelhança do caso anterior, o furo representa a área a vazio 
(ρ = 0) e a periferia o domínio a cheio (𝜌 = 1). Neste caso também é aplicado um carregamento 
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Na tabela 5.2 estão representadas as diferentes discretizações de malha para o caso do 
furo circular. Também é possível observar na tabela os campos de tensão correspondentes a cada 
uma das discretizações. À semelhança do que acontece caso anterior, aqui a tensão concentra-se 
em elementos localizados na fronteira sólido/vazio da célula, mais especificamente nos vértices 
formados pelos elementos e à medida que a discretização aumenta os níveis de tensão mais 
elevados tornam-se bastante pontuais, como no caso de singularidades, vejam se as discretizações 
de 32×32, 64×64 e 128×128. 
 
Figura 5.3: Representação de 1/4 da célula unitária com furo redondo. O arco da figura representa a 
aproximação da célula ao furo redondo com fração volúmica de 50%. Localização dos pontos onde a 
tensão é lida. 
Nas figuras 5.4a a 5.4f está representado o estudo de convergência de malha da célula 
unitária com furo circular. Em todos os gráficos da figura é possível observar inconsistência dos 
resultados. Este facto deve-se principalmente à diferença das geometrias à medida que se aumenta 
a discretização da malha e por isso em cada discretização a fração volúmica também não é 
exatamente igual a 50%. Assim, os resultados de tensão lidos tanto nos elementos como nos nós 
podem não ser consistentes, observando-se oscilações nos valores apresentados nos gráficos. 
Neste caso existe erro de modelação misturado com o erro de discretização. As tensões presentes 
na figura 5.4c, 5.4d, 5.4e e 5.4f remetem, respetivamente, para os pontos 1, 2, 3 e 4 assinalados 
na figura 5.3. Foram escolhidos estes pontos de modo a garantir a sua posição constante ao longo 
das diferentes discretizações da malha e alterações da geometria. 
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Tabela 5.2: Geometria da célula unitária para o caso do furo circular com fração volúmica de 50% para 
cada discretização da malha e os respetivos campos de tensão [Pa]. 
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a) Energia de deformação, S. b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx. 
  
c) Ponto 1 d) Ponto 2 
  
e) Ponto 3 f) Ponto 4 
Figura 5.4: Estudo de convergência de malha para o caso hidrostático numa célula unitária com furo 
redondo com fração volúmica de 50%: a) Energia de deformação, b) Tensão equivalente máxima, c) 
Tensão lida no ponto 1, d) Tensão lida no ponto 2, e) Tensão lida no ponto 3, f) Tensão lida no ponto 4. 
Desvio calculado pela equação (3.1). 
5.1.3 Caso hidrostático – Furo circular com fração volúmica de 80% 
O caso do furo circular com fração volúmica de 80% é muito semelhante ao caso 
apresentado anteriormente. As mesmas dificuldades encontradas no caso anterior também estão 
presentes neste, como o erro de modelação do furo circular que depende das várias discretizações 
consideradas e o facto de se utilizarem elementos hexaedros para modelar o furo. Esta geometria 
é obtida através do mesmo processo do caso anterior, alterando apenas a parcela da fração 
volúmica para 80%. Nesta geometria a fração volúmica em cada discretização também é 
aproximada pela mesma razão do caso anterior. Também é aplicado um carregamento hidrostático 
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Na tabela 5.3 observam-se as geometrias obtidas para cada discretização assim como os 
respetivos campos de tensão. Na discretização mais baixa (8×8) observam-se picos de tensão que 
vão evoluindo com cada discretização da malha. O aparecimento destes picos deve-se ao facto de 
serem utilizados elementos hexaedros para modelar a geometria de uma placa com um furo, sendo 
que estes elementos irão sempre criar reentrâncias na geometria do furo que por sua vez estão na 
origem de singularidades. No gráfico da figura 5.5b apresenta-se a tensão equivalente máxima 
analisada em toda a geometria. Neste gráfico a tensão é divergente o que confirma a presença de 
singularidades no campo de tensões. Quanto à energia de deformação, observa-se no gráfico da 
figura 5.5a à medida que as geometrias se tornam mais comparáveis, a partir da discretização 
32×32, nota-se alguma convergência da curva. A convergência é decrescente e sobrestima o valor 
da energia de deformação, o que pode ser explicado pelas diferenças das geometrias devido às 
diferentes discretizações. 
 
Figura 5.5: Representação de 1/4 da célula unitária com furo circular. O arco da figura representa a 
aproximação da célula ao furo redondo com fração volúmica de 80%. Localização dos pontos onde a 
tensão é lida. 
Nos restantes gráficos, da figura 5.6c a 5.6g, apresentam-se os nós onde foram lidas as 
tensões e a sua localização encontra-se representada na figura 5.5. Em todos estes nós é possível 
verificar algo em comum uns com os outros a partir da discretização de 32×32. Repare-se que a 
partir desta discretização é possível notar uma ligeira convergência da tensão em todos os gráficos 
dos nós. A razão para este acontecimento poderá estar no facto de, à medida que a discretização 
aumenta as singularidades do campo de tensão afastam-se cada vez mais destes nós o que faz com 
que não afetem a tensão lida. Como seria expectável, os valores da tensão lidos naqueles nós 
específicos no caso de 80% são mais estáveis por estarem mais afastados do furo quando 
comparado com o caso de 50%. 
1 3 2 
4 
5 
Estudo de convergência de malha 
  67 
Tabela 5.3: Geometria da célula unitária para o caso do furo circular com fração volúmica de 80% para 
cada discretização da malha e os respetivos campos de tensão [Pa]. 
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a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Ponto 1 d) Ponto 2 
  
e) Ponto 3 f) Ponto 4 
 
g) Ponto 5 
Figura 5.6: Estudo de convergência de malha para o caso hidrostático numa célula unitária com furo 
circular com fração volúmica de 80%: a) Energia de deformação, b) Tensão equivalente máxima, c) 
Tensão lida no ponto 1, d) Tensão lida no ponto 2, e) Tensão lida no ponto 3, f) Tensão lida no ponto 4. 
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5.1.4 Caso hidrostático – Furo circular com malha não-quadrangular e fração 
volúmica de 50% 
O caso seguinte consiste na célula unitária com furo circular com malha não-
quadrangular. Neste caso a geometria é modelada em elementos finitos de modo a que não 
existam alterações na geometria do furo à medida que se aumenta a discretização da malha. Desta 
maneira os resultados da análise do campo de tensões em cada discretização são mais 
comparáveis. Procedendo desta forma garante-se que não existem erros de modelação que possam 
comprometer os resultados da análise de convergência de malha. As diferentes malhas geradas 
possuem diferenças das malhas estruturadas utilizadas nos casos anteriores. A malha neste caso 
foi apenas gerada com elementos de 8 nós. A célula tem uma fração volúmica de 50% e está 
sujeita a um carregamento hidrostático. 
A geometria da célula unitária e os campos de tensões das várias discretizações são 
apresentados na tabela 5.4. Nesta tabela observa-se que o campo de tensões é aproximadamente 
constante em todas as discretizações. Ao contrário do que se passa nos casos anteriores, a tensão 
máxima neste caso afeta uma zona da célula e não elementos individuais. Estas zonas onde a 
tensão é máxima e que afetam vários elementos designam-se por concentrações de tensão. Estas 
concentrações de tensão surgem na fronteira sólido/vazio da célula unitária. 
 
Figura 5.7: Representação de 1/4 da célula unitária com furo circular com malha não-quadrangular e 
fração volúmica de 50%. Localização dos pontos onde a tensão é lida. 
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Tabela 5.4: Geometria da célula unitária para o caso do furo circular com malha não-quadrangular com 
fração volúmica de 50%. Representação dos campos de tensão para cada discretização [Pa]. 
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a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Ponto 1 d) Ponto 2 
  
e) Ponto 3 f) Ponto 4 
 
g) Ponto 5 
Figura 5.8: Estudo de convergência de malha para o caso hidrostático numa célula unitária com furo 
circular com malha não-quadrangular e fração volúmica de 50%: a) Energia de deformação, b) Tensão 
equivalente máxima, c) Tensão lida no ponto 1, d) Tensão lida no ponto 2, e) Tensão lida no ponto 3, f) 
Tensão lida no ponto 4. g) Tensão lida no ponto 5. Desvio calculado pela equação (3.1). 
Nas figuras 5.8a a 5.8g são apresentados os gráficos do estudo de convergência de malha 
da célula unitária com furo circular com malha não-quadrangular. Como se pode observar no 
gráfico da figura 5.8a, existe convergência monótona. O valor da energia de deformação é 
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máxima também converge à medida que a discretização da célula aumenta. Quanto à tensão lida 
nos nós, observa-se na figura 5.7 a representação dos pontos onde foi lida a tensão. Os gráficos 
correspondentes são apresentados nas figuras 5.8c a 5.8g. Nas figuras 5.8c e 5.8d, existe alguma 
flutuação nos resultados. Este facto pode estar relacionado com o número de graus de liberdade 
do elemento de 8 nós utilizado nesta análise. O gráfico da figura 5.8f mostra uma convergência 
sobrestimada do valor da tensão nesse nó. Isto acontece devido ao facto de que à medida que a 
discretização da célula aumenta, a tensão concentra-se em zonas específicas da geometria, 
afastando-se deste ponto e resultando num decréscimo da tensão. Nos gráficos das figuras 5.8e e 
5.8g observa-se convergência da tensão. 
5.1.5 Caso hidrostático – Furo circular com malha não-quadrangular e fração 
volúmica de 80% 
O próximo caso é igual ao anterior, exceto na fração volúmica que neste caso é de 80%. 
A geometria é modelada da mesma maneira com o mesmo propósito de tornar possível a 
comparação exata da distribuição de tensão ao longo das várias discretizações sem a geometria 
do furo ser alterada. O carregamento aplicado é também o mesmo que no caso anterior. 
Na tabela 5.5 está representada a geometria do furo circular com a malha não-
quadrangular e fração volúmica de 80% para as várias discretizações e os respetivos campos de 
tensão. Nas figuras da tabela 5.5 observam-se concentrações de tensão nas zonas de fronteira 
(sólido/vazio) do furo da geometria. De acordo com o gráfico da figura 5.10b a tensão equivalente 
máxima apresenta convergência monótona crescente, sobrestimando o valor da tensão. No gráfico 
da figura 5.10a, a energia de deformação também apresenta convergência monótona crescente 
possuindo um desvio entre discretizações muito baixo. 
 
Figura 5.9: Representação de 1/4 da célula unitária com furo circular com malha não-quadrangular e 
fração volúmica de 80%. Localização dos pontos onde a tensão é lida. 
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Tabela 5.5: Geometria da célula unitária para o caso do furo circular com malha não-quadrangular e 
fração volúmica de 80%. Representação dos campos de tensão para cada discretização [Pa]. 
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a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Ponto 1 d) Ponto 2 
  
e) Ponto 3 f) Ponto 4 
 
g) Ponto 5 
Figura 5.10: Estudo de convergência de malha para o caso hidrostático numa célula unitária com furo 
circular com malha adaptativa: a) Energia de deformação, b) Tensão equivalente máxima, c) Tensão lida 
no ponto 1, d) Tensão lida no ponto 2, e) Tensão lida no ponto 3, f) Tensão lida no ponto 4. g) Tensão 
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Nos gráficos da figura 5.10c a 5.10g estão representados os valores de tensão lidos nos 
pontos apresentados na figura 5.9. Em todos existe convergência da tensão, mas destaca-se o 
ponto 5 onde a tensão é máxima e o ponto 4. No ponto 5 a tensão lida é máxima e a curva é 
semelhante ao gráfico da tensão equivalente máxima calculada no elemento (figura 5.10b). Em 
ambos os gráficos devido à concentração de tensões, na última discretização a curva ainda está a 
convergir quando comparado com os outros que já estabilizaram. A tensão no ponto 4 apresenta 
uma convergência diferente dos outros pontos. Esta convergência resulta do afastamento da zona 
de concentração de tensões dos limites exteriores da célula unitária à medida que a discretização 
aumenta. O ponto 4 localiza-se no interior da célula, na primeira discretização está muito perto 
do elemento que possui a tensão máxima e na última discretização os elementos onde se 
encontram as tensões máximas estão muito afastados do ponto 4, sendo que as tensões analisadas 
ao longo das discretizações são decrescentes. 
5.1.6 Caso corte 1 – Furo quadrado 
O próximo caso consiste, novamente, na célula unitária com furo quadrado. A diferença 
neste caso é o carregamento a que está sujeita, foi aplicado um carregamento de corte composto 
por uma tração e uma compressão (tabela 3.1). 
Na tabela 5.6 está representada a geometria da célula unitária com furo quadrado e 
campos de tensão para cada discretização. Nessa tabela, nas figuras dos campos de tensão, a partir 
da discretização de 64×64, observa-se o desenvolvimento de singularidades junto aos cantos 
reentrantes do furo. Na discretização de 128×128 a singularidade é agravada e dá-se um pico de 
tensão nos cantos do furo. No gráfico da figura 5.11b, na curva dos elementos de 20 nós, na 
discretização de 128×128 existe um aumento da tensão equivalente máxima. Isto acontece porque 
há uma mudança na localização do ponto onde a tensão equivalente é máxima, que passa de uma 
concentração de tensões situada nos cantos exteriores da célula para uma singularidade nos cantos 
do furo. No mesmo gráfico, a curva de 8 nós apresenta convergência monótona da tensão. 
Também no gráfico da figura 5.11a, observa-se a convergência da curva da energia, tanto na 
análise com elementos de 8 nós como de 20 nós. De salientar a melhor aproximação com 
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Tabela 5.6: Geometria da célula unitária para o caso do furo quadrado com carregamento ao corte 1 
(tabela 3.1). Representação dos campos de tensão para cada discretização [Pa]. 
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a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Ponto 1 d) Ponto 2 
  
e) Ponto 3 f) Ponto 4 
  
g) Ponto 5 h) Ponto 6 
Figura 5.11: Estudo de convergência de malha para o caso corte 1 numa célula unitária com furo 
quadrado: a) Energia de deformação, b) Tensão equivalente máxima, c) Tensão lida no ponto 1, d) 
Tensão lida no ponto 2, e) Tensão lida no ponto 3, f) Tensão lida no ponto 4. g) Tensão lida no ponto 5. 
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Figura 5.12: Representação de 1/4 da célula unitária com furo quadrado. Localização dos pontos onde a 
tensão é lida. 
Nos gráficos das figuras 5.11c a 5.11h, observam-se as tensões lidas nos pontos 
representados na figura 5.12. No gráfico da figura 5.11c a convergência da tensão na análise com 
elementos de 8 nós é evidente. Quanto aos elementos de 20 nós, o valor de tensão na discretização 
de 8×8 é ligeiramente superior aos restantes, que pode ser explicado por um erro de discretização. 
Nas restantes discretizações, a convergência é muito rápida apresentado desvios muito baixos. 
No gráfico da figura 5.11g, a curva apresenta o comportamento de uma singularidade, ou seja, é 
divergente. Nos restantes pontos representados pelos gráficos da figura 5.11d, 5.11e, 5.11f e 
5.11h, a convergência da tensão é evidente. Em algumas curvas das análises com elementos de 8 
nós existem flutuações nos resultados, mas isso deve-se às funções interpoladoras dos elementos 
de 8 nós serem menos exatas que as de 20. 
5.1.7 Caso corte 2 – Furo quadrado com rotação de 45ºem malha não-
quadrangular 
No caso seguinte a geometria da célula unitária é malhada em elementos finitos de forma 
a eliminar o erro de modelação. A geometria é gerada com uma fração volúmica de 50% 
sólido/vazio e é sujeita ao carregamento de corte 2 (tabela 3.1). Esta geometria foi apenas gerada 
com elementos de 8 nós. 
Na tabela 5.7 está representada a geometria da célula unitária e os campos de tensão para 
as várias discretizações da malha. Observa-se em todos os casos concentrações de tensão no 
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surgem singularidades nos pontos 1 e 4 representados na figura 5.13. No entanto, a tensão máxima 
continua a ocorrer no ponto 2. Na figura 5.14a a energia de deformação apresenta uma 
convergência diferente dos casos anteriores, neste caso a curva faz uma aproximação 
sobrestimada do valor da energia, apresentando uma convergência monótona decrescente. Quanto 
à tensão equivalente máxima na figura 5.14b, esta apresenta convergência subestimando o valor 
exato da tensão. 
 
Figura 5.13: Representação de 1/4 da célula unitária com furo quadrado com rotação de 45º em malha 
não quadrangular. Representação dos pontos onde a tensão é lida. 
Na figura 5.13 estão representados os pontos onde foram analisados os valores de tensão. 
Foram escolhidos estes pontos porque esta zona apresenta o maior gradiente de tensão e os efeitos 
da sua distribuição são mais percetíveis. Os gráficos das figuras 5.14c até 5.14f representam a 
tensão lida nesses pontos. Nos gráficos das figuras 5.14c e 5.14f a tensão é divergente, o que 
indica a existência de uma singularidade. Nos gráficos da figura 5.14d e 5.14e existe convergência 
da tensão, no ponto 2 esta convergência é mais rápida, pois este ponto está localizado na 
concentração de tensão. No ponto 3, a convergência durante as primeiras discretizações da célula 
não é evidente, verifica-se um salto na tensão da discretização 16×16 para 32×32, o que pode ser 
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Tabela 5.7: Geometria da célula unitária para o caso do furo quadrado com rotação de 45º em malha não-
quadrangular com carregamento ao corte 2 (tabela 3.1). Representação dos campos de tensão para cada 
discretização [Pa]. 
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a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Ponto 1 d) Ponto 2 
  
e) Ponto 3 f) Ponto 4 
Figura 5.14: Estudo de convergência de malha para o caso corte 2 numa célula com furo quadrado com 
uma rotação de 45º em malha não-quadrangular: a) Energia de deformação, b) Tensão equivalente 
máxima, c) Tensão lida no ponto 1, d) Tensão lida no ponto 2, e) Tensão lida no ponto 3, f) Tensão lida 
no ponto 4. Desvio calculado pela equação (3.1). 
5.2 Otimização topológica de geometrias com constrangimento de 
volume 
Nesta secção é apresentado o estudo de convergência de malha das geometrias geradas 
por otimização topológica com constrangimento de volume no programa em FORTRAN. Este 
estudo é limitado em relação ao anterior porque não é possível considerar o valor da tensão nos 
nós dos elementos. Isto deve-se ao facto de as geometrias apresentarem na sua maioria zonas 
cinzentas, ou seja, de densidade intermédia (0 < 𝜌 < 1), onde o valor de tensão nos nós não é 
real. Para analisar a tensão recorrendo a uma métrica local lê-se a tensão no elemento em vez de 
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1/4 de célula apresentado na figura a discretização é de 16×16 e na ampliação do elemento (figura 
5.15a), estão representadas as várias discretizações seguintes, 32×32 está a vermelho com 4 
elementos, 64×64 está a amarelo com 16 elementos e 128×128 está a verde com 64 elementos. 
Os resultados de tensão lidos nos elementos das várias discretizações foram organizados como se 
mostra na figura 5.15(b.1, b.2 e b.3) num gráfico de barras gerado em Matlab. A partir da 
discretização 32×32 (figura 5.15b.1) os valores da tensão são introduzidos seguindo as setas, 
primeiro os elementos inferiores e em seguida os superiores. Na discretização 64×64 (figura 
5.15b.2) segue-se o mesmo raciocínio, mas como cada elemento de 32×32 foi dividido em quatro, 
primeiro são introduzidos os quatro elementos do canto inferior direito seguindo as setas, em 
seguida os quatro elementos do canto inferior esquerdo seguindo as setas. Passando para o 
conjunto de elementos superior, inicia-se nos quatro elementos do canto superior direito e por fim 
os do canto superior esquerdo, sempre seguindo as setas. No caso da discretização 128×128, de 
acordo com o raciocínio anterior começa-se no conjunto de 4 elementos do canto inferior direito, 
introduzindo todos os valores de tensão dos elementos no quadrante azul. Prossegue-se para o 
quadrante a amarelo, depois para o laranja e finalmente para o lilás, sempre seguindo a ordem das 
setas e o mesmo raciocínio do caso anterior. A razão para esta organização está no facto de, por 
exemplo, 1 elemento de 16×16 ser discretizado por 4 elemento de 32×32 e um elemento de 32×32 
ser discretizado por 4 elementos de 64×64 e assim sucessivamente. Portanto, de maneira a ser 
possível comparar a evolução da tensão à medida que a discretização aumenta foi necessário 
agrupar os resultados da forma descrita anteriormente. 
 
Figura 5.15: Representação dos elementos considerados na análise da tensão, ampliação de um elemento 
com a representação dos elementos considerados nas restantes discretizações e demonstração do 
raciocínio de apresentação de resultados: (a O quadrado a preto exterior representa o elemento da 
discretização 16×16, a vermelho está representada a discretização 32×32, a amarelo a discretização 64×64 
b.2) 
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e a verde a discretização 128×128. b). Demonstração do raciocínio de apresentação dos resultados nos 
gráficos gerados em Matlab. 
5.2.1 Caso hidrostático com constrangimento de volume de 50% e filtro ativo 
No seguinte caso de otimização topológica é considerado um constrangimento de volume 
de 50% com a célula unitária sujeita a um carregamento hidrostático. Neste caso foi considerado 
ativo o filtro de densidades. Na tabela 5.8 estão representadas as otimizações realizadas para as 
várias discretizações e os respetivos campos de tensão. À medida que a discretização aumenta, 
nas zonas de fronteira do furo parecem aparecer singularidades. O gráfico da figura 5.16b mostra 
que a tensão sobe ligeiramente da discretização 64×64 para 128×128. No entanto, como as 
geometrias são ligeiramente diferentes, essa subida de tensão pode ser explicada por erros de 
modelação e discretização porque em todas as discretizações anteriores, exceto 8×8, a tensão 
mostra um comportamento convergente. No gráfico da figura 5.16a a curva da energia tem um 
comportamento convergente decrescente, que pode ser explicado pela existência de elementos 
cinzentos na malha de elementos finitos (0 < 𝜌 < 1). Isto deve-se ao facto desses elementos 
possuírem uma elevada compliance em relação aos elementos sólidos (𝜌 = 1) e, portanto, maior 
energia de deformação. 
Nos gráficos da figura 5.16c e 5.16d estão representadas as tensões equivalentes no 
elemento 1 e 2 indicados na figura 5.15. No gráfico da figura 5.16c a tensão converge à medida 
que a discretização aumenta. Neste gráfico, devido ao facto de este ser o elemento do canto da 
célula unitária, mais afastado das concentrações de tensão e singularidades, a tensão mantém-se 
mais ou menos constante em todos os elementos das maiores discretizações (32×32, 64×64, 
128×128). Quanto ao gráfico da figura 5.16d, também se observa a convergência da tensão à 
medida que a discretização aumenta. Neste caso o elemento já se encontra numa zona bastante 
perto da concentração de tensões e observa-se que a tensão é um pouco mais irregular existindo 
uma grande diferença no resultado da discretização de 16×16 para as restantes. Em relação as 
restantes discretizações observa-se alguma periodicidade de umas em comparação com as outras. 
Este facto é de se esperar pois no caso hidrostático a distribuição de tensões é bastante suave ao 





Estudo de convergência de malha 
84 
Tabela 5.8: Geometrias resultantes da otimização topológica da célula unitária com constrangimento de 
volume de 50% e filtro ativo. Campos de tensão resultantes da aplicação do carregamento hidrostático 
[Pa]. 
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a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Elemento 1 d) Elemento 2 
Figura 5.16: Estudo de convergência de malha para o caso hidrostático numa geometria gerada por 
otimização topológica com constrangimento de volume de 50%: a) Energia de deformação, b) Tensão 
equivalente máxima, c) Tensão equivalente lida no elemento 1, d) Tensão equivalente lida no elemento 2. 
Desvio calculado pela equação (3.1). 
5.2.2 Caso hidrostático com constrangimento de volume de 50% sem filtro ativo 
O caso seguinte é igual ao anterior, a única diferença é que neste o filtro está desativado. 
Esta otimização foi realizada para demostrar a importância da utilização de filtros em otimização 
topológica e mostrar uma evolução dos resultados de convergência de malha desde a análise de 
geometrias pré-definidas até geometrias otimizadas topologicamente com e sem filtro. 
Na tabela 5.9 são apresentadas as geometrias otimizadas para cada discretização e o 
correspondente campo de tensão resultante do carregamento hidrostático. Nas imagens dos 
campos de tensão apresentados na tabela 5.9 verifica-se que a concentração de tensão evolui mais 
rapidamente para singularidade do que no caso com o filtro ativo. A partir da discretização 32×32 
observam-se singularidades na fronteira do furo da geometria. No gráfico da figura 5.17b está 
representada a curva da tensão equivalente máxima que mostra um comportamento divergente da 
tensão. O gráfico da figura 5.17a representa a curva da energia que apresenta convergência 
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na malha, o que provoca um aumento da energia em discretizações mais baixas e consequente 
convergência decrescente. 
Nos gráficos da figura 5.17c e 5.17d estão representadas as tensões equivalentes lidas nos 
elementos 1 e 2 da figura 5.15. Na figura 5.17c observa-se convergência relativamente rápida da 
tensão. Isto acontece porque na zona onde se encontra o elemento 1 o gradiente de tensão é muito 
baixo. No elemento 2, representado no gráfico da figura 5.17d, devido ao maior gradiente de 
tensão nessa zona, é possível identificar no gráfico as barras que pertencem aos elementos que 
estão mais próximos das singularidades junto à fronteira do furo. Esta instabilidade da tensão 
deve-se exatamente à presença de singularidades no campo de tensões. Apesar disso, o gráfico 
mostra convergência da tensão. 
  
a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Elemento 1 d) Elemento 2 
Figura 5.17: Estudo de convergência de malha para o caso hidrostático numa geometria gerada por 
otimização topológica com constrangimento de volume de 50% com filtro desativado: a) Energia de 
deformação, b) Tensão equivalente máxima, c) Tensão equivalente lida no elemento 1, d) Tensão 
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Tabela 5.9: Geometrias resultantes da otimização topológica da célula unitária com constrangimento de 
volume de 50% com filtro desativado. Campos de tensão resultantes da aplicação do carregamento 
hidrostático [Pa]. 
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5.2.3 Caso hidrostático com constrangimento de volume de 80% e filtro ativo 
Em seguida é apresentado o caso de otimização topológica da célula unitária com 
constrangimento de volume de 80% sujeita a um carregamento hidrostático. O filtro de densidades 
está ativo neste caso. Na tabela 5.10 são apresentadas as geometrias resultantes da otimização 
para as várias discretizações e os respetivos campos de tensão. No gráfico da figura 5.18b 
observa-se durante as primeiras discretizações que a tensão apresenta uma subida muito ligeira, 
mas a partir da discretização de 32×32 a tensão aumenta consideravelmente, embora pareça tender 
a convergir. No gráfico da figura 5.18a a curva apresenta convergência sobrestimada do valor 
exato de energia de deformação. O comportamento decrescente da curva deve-se à existência e 
elementos cinzentos na malha, que como explicada anteriormente provocam um aumento da 
energia de deformação. 
 
 
a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Elemento 1 d) Elemento 2 
Figura 5.18: Estudo de convergência de malha para o caso hidrostático numa geometria gerada por 
otimização topológica com constrangimento de volume de 80% e filtro ativo: a) Energia de deformação, 
b) Tensão equivalente máxima, c) Tensão equivalente lida no elemento 1, d) Tensão equivalente lida no 
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Tabela 5.10: Geometrias resultantes da otimização topológica da célula unitária com constrangimento de 
volume de 80% e filtro ativo. Campos de tensão resultantes da aplicação do carregamento hidrostático 
[Pa]. 
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Nos gráficos das figuras 5.18c e 5.18d são apresentadas as tensões equivalentes lidas no 
elemento 1 e 2 da figura 5.15. O gráfico da figura 5.18c apresenta convergência decrescente da 
tensão. No elemento 1 a tensão é bastante estável ao longo de todas as discretizações por estar 
afastado das zonas de singularidades. O elemento 2 também apresenta convergência decrescente 
da tensão e uma ligeira diferença da tensão nos elementos devido ao aumento do gradiente da 
tensão ser maior nesta zona por estar mais perto das singularidades. 
5.2.4 Caso hidrostático com constrangimento de volume de 80% sem filtro ativo 
Este caso é exatamente igual ao anterior sendo que a única diferença é o filtro de 
densidades estar desativado. Na tabela 5.11 são apresentadas as geometrias obtidas por 
otimização e os respetivos campos de tensão resultantes da aplicação do carregamento 
hidrostático. Ao analisar os campos de tensão ao longo das discretizações observa-se que o 
aparecimento de singularidades acontece desde a discretização mais baixa (8×8). No gráfico da 
figura 5.19b, a curva da tensão apresenta um comportamento divergente indicando a presença de 
singularidades. Por sua vez no gráfico da figura 5.19a, a curva apresenta convergência 
decrescente, sobrestimando o valor exato da energia. O facto de a convergência ser decrescente 
deve-se à existência de elementos cinzentos na malha. 
Nos gráficos das figuras 5.19c e 5.19d observam-se as tensões equivalentes lidas nos 
elementos 1 e 2 da figura 5.15. No gráfico da figura 5.19c existe rápida convergência da tensão 
nas várias discretizações apresentadas. No elemento 2, representado no gráfico da figura 5.19d 
tal já não acontece. Neste elemento, devido à sua maior proximidade com a zona onde se 
localizam as singularidades, a tensão nas várias discretizações é mais irregular, sendo percetível 
quais as barras que representam os elementos mais próximos da zona de singularidades. No 
gráfico é possível identificar que a tensão nos elementos inferiores converge e nos superiores, 
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Tabela 5.11: Geometrias resultantes da otimização topológica da célula unitária com constrangimento de 
volume de 80% e filtro desativado. Campos de tensão resultantes da aplicação do carregamento 
hidrostático [Pa]. 




















a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Elemento 1 d) Elemento 2 
Figura 5.19: Estudo de convergência de malha para o caso hidrostático numa geometria gerada por 
otimização topológica com constrangimento de volume de 80% e filtro desativado: a) Energia de 
deformação, b) Tensão equivalente máxima, c) Tensão equivalente lida no elemento 1, d) Tensão 
equivalente lida no elemento 2. Desvio calculado pela equação (3.1). 
 
5.2.5 Caso corte 1 com constrangimento de volume de 75% com filtro ativo 
No próximo caso de otimização topológica com constrangimento de volume considera-
se um constrangimento de 75%. Escolheu-se este valor de modo a que a geometria otimizada se 
aproxime da geometria do furo quadrado. O filtro de densidades está ativo e a célula unitária está 
sujeita ao carregamento corte 1 (tabela 3.1). Na tabela 5.12 observam-se as geometrias obtidas e 
os respetivos campos de tensão, que nas discretizações apresentadas observam-se concentrações 
de tensão junto a todos os cantos exteriores da geometria. O gráfico da figura 5.20b mostra a 
curva da tensão equivalente máxima que apresenta convergência decrescente. Existem algumas 
irregularidades nesta convergência que resultam de um erro de modelação devido às diferenças 
entre as geometrias. Quanto à energia de deformação, representada no gráfico da figura 5.19a, a 
curva apresenta convergência decrescente que é resultado da existência de elementos cinzentos 
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Tabela 5.12: Geometrias resultantes da otimização topológica da célula unitária com constrangimento de 
volume de 75% com filtro ativo. Campos de tensão resultantes da aplicação do carregamento corte 1 [Pa]. 
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Nos gráficos das figuras 5.20c e 5.20d estão representadas as tensões lidas nos elementos 
1 e 2 da figura 5.15. Nestes elementos é possível verificar-se convergência decrescente da tensão. 
O elemento 1 localiza-se na concentração de tensões e aqui a convergência é mais evidente. O 
elemento 2 localiza-se numa zona onde o gradiente de tensão é mais baixo e, portanto, a tensão 
converge mais rapidamente. 
  
a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Elemento 1 d) Elemento 2 
Figura 5.20: Estudo de convergência de malha para o caso corte 1 numa geometria gerada por 
otimização topológica com constrangimento de volume de 75% e filtro ativo: a) Energia de deformação, 
b) Tensão equivalente máxima, c) Tensão lida no elemento 1, d) Tensão lida no elemento 2. Desvio 
calculado pela equação (3.1). 
5.2.6 Caso corte 1 com constrangimento de volume de 75% sem filtro ativo 
O caso seguinte é igual ao anterior exceto no filtro que está desativado. Na tabela 5.13 
observam-se as geometrias geradas por otimização e os respetivos campos de tensão resultantes 
do carregamento aplicado. Nas três primeiras discretizações (8×8, 16×16 e 32×32) a geometria 
ótima é sempre igual, apenas nas restantes surgem as diferenças geométricas. Nos campos de 
tensão da tabela observa-se concentração de tensões nos cantos exteriores da geometria. No 
gráfico da figura 5.21b a curva da tensão apresenta convergência estável até à discretização 
32×32. Mas, a partir da discretização 64×64 existem flutuações na curva, que se devem ao erro 
de modelação devido às diferenças entre as geometrias. No gráfico da figura 5.21a a curva de 
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discretização 64×64 a curva mostra um comportamento convergente diferente, devido ao 
aparecimento de elementos cinzentos na malha a curva sobrestima o valor da energia. 
  
a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
  
c) Elemento 1 d) Elemento 2 
Figura 5.21: Estudo de convergência de malha para o caso corte 1 numa geometria gerada por 
otimização topológica com constrangimento de volume de 75% e filtro desativado: a) Energia de 
deformação, b) Tensão equivalente máxima, c) Tensão equivalente lida no elemento 1, d) Tensão 
equivalente lida no elemento 2. Desvio calculado pela equação (3.1). 
Nos gráficos das figuras 5.21c e 5.21d estão representadas as tensões equivalentes lidas 
nos elementos 1 e 2 da figura 5.15. Em ambos os gráficos não é possível identificar convergência 
da tensão, os valores de tensão nas várias discretizações são oscilantes, o que pode ser resultado 
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Tabela 5.13: Geometrias resultantes da otimização topológica da célula unitária com constrangimento de 
volume de 75% e filtro desativado. Campo de tensões resultante da aplicação do carregamento corte 1 
[Pa]. 
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5.2.7 Caso corte 2 com constrangimento de volume de 50% com filtro ativo 
No caso de otimização apresentado a seguir foi aplicado um constrangimento de volume 
de 50% e o carregamento ao corte 2 (tabela 3.1). Neste caso o filtro utilizado é o de sensibilidades. 
Na tabela 5.14 estão representados as geometrias obtidas por otimização e os respetivos campos 
de tensão, onde se verifica a existência de concentrações de tensão. No gráfico da figura 5.22b a 
curva apresenta convergência decrescente a partir da discretização de 16×16. No gráfico da figura 
5.22a a curva da energia apresenta convergência decrescente desde a primeira discretização. O 
facto de a convergência ser decrescente já foi explicado anteriormente e deve-se à existência de 
elementos cinzentos na malha. 
  
a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
 
c) Elemento 2 
Figura 5.22: Estudo de convergência de malha para o caso corte 2 numa geometria gerada por 
otimização topológica com constrangimento de volume de 50% e filtro ativo: a) Energia de deformação, 
b) Tensão equivalente máxima, c) Tensão equivalente lida no elemento 2. Desvio é calculado pela 
equação (3.1). 
O gráfico da figura 5.21c representa a tensão equivalente analisada no elemento 2. O 
elemento 1 não está representado neste caso pois não faz parte da geometria. No gráfico da figura 
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Tabela 5.14: Geometrias resultantes da otimização topológica da célula unitária com constrangimento de 
volume de 50% com filtro de densidades ativo para várias discretizações da malha. Campo de tensões 
resultante da aplicação do carregamento corte 2 nas várias discretizações consideradas. 
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5.2.8 Caso corte 2 com constrangimento de volume de 50% sem filtro ativo 
O caso apresentado a seguir é igual ao anterior, a única diferença está no filtro que está desativado. 
Na tabela 5.15 são apresentadas as geometrias obtidas por otimização e os correspondentes 
campos de tensão, onde é possível verificar a existência de singularidades até à discretização 
16×16, passado depois a concentrações de tensão nos cantos da geometria. No gráfico da figura 
5.23b observa-se a divergência da curva da tensão até à discretização 32×32, sendo que nas 
restantes os valores de tensão oscilam ligeiramente e é impossível confirmar convergência. A 
razão do comportamento da curva deve-se ao erro de modelação. No gráfico da figura 5.23a a 
curva demonstra convergência decrescente, sobrestimando o valor da energia da deformação, este 
facto deve-se à existência de elementos cinzentos na malha da geometria. 
  
a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
 
c) Elemento 2 
Figura 5.23: Estudo de convergência de malha para o caso corte 2 numa geometria gerada por 
otimização topológica com constrangimento de volume de 50% e filtro desativado: a) Energia de 
deformação, b) Tensão equivalente máxima, c) Tensão equivalente lida no elemento 2. Desvio calculado 
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Tabela 5.15: Geometrias resultantes da otimização topológica da célula unitária com constrangimento de 
volume de 50% e filtro desativado. Campo de tensões resultante da aplicação do carregamento corte 2 
[Pa]. 
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No gráfico da figura 5.23c, que representa a tensão equivalente lida no elemento 2 da 
figura 5.15, é difícil perceber a existência de convergência. Este elemento está localizado na zona 
de concentração de tensões da geometria e portanto, à semelhança do que acontece no gráfico da 
tensão equivalente máxima, os valores da tensão são oscilatórios em cada discretização. 
5.3 Estudo comparativo da convergência 
Em primeiro lugar, para se proceder a um estudo comparativo entre os resultados da 
análise de elementos finitos de duas geometrias é necessário garantir que elas são minimamente 
semelhantes. Com o objetivo de comparar as várias geometrias obtidas por otimização com as 
geometrias pré-definidas da análise foi criada a tabela 5.16. Em termos das topologias otimizadas, 
para comparação com a geometria pré-definida é apenas considerada a maior discretização, ou 
seja, onde a geometria está mais definida. Na tabela 5.16 identifica-se que apenas as geometrias 
referentes ao caso de otimização topológica da célula unitária com constrangimento de volume 
de 80% com e sem filtro são suficientemente semelhantes com a geometria pré-definida para se 
realizar um estudo comparativo. Em todas as geometrias restantes o erro de modelação associado 
pode levar a conclusões erradas num estudo comparativo, por isso serão descartadas. 
Na figura 5.24 apresenta-se o estudo comparativo entre a geometria pré-definida do furo 
com fracção volúmica de 80% em malha não-quadrangular e as geometrias optimizadas para o 
caso hidrostático com fracção volúmica de 80% com e sem filtro ativo. Consideram-se as curvas 
da geometria pré-definida como o termo de comparação exato. Na figura 5.24a a curva da malha 
quadrangular para a otimização s/filtro converge rapidamente para o valor exato da energia 
enquanto a curva com filtro apresenta convergência mais lenta. Ambas as curvas sobrestimam o 
valor da energia que resulta da existência de elementos cinzentos na malha de EF, mas na curva 
com filtro existem muito mais elementos destes que tornam a convergência mais lenta. Na figura 
5.24b a curva da malha quadrangular para otimização s/filtro, além de apresentar um 
comportamento divergente também está bastante afastada da curva da malha não-quadrangular. 
Por sua vez, a curva da malha quadrangular para otimização com filtro, a partir da discretização 
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Tabela 5.16: Representação das geometrias otimizadas e as suas equivalentes pré-definidas. 
Geometrias otimizadas Geometrias pré-definidas 
 





Constrangimento de volume de 50% sem filtro 
 





Constrangimento de volume de 80% sem filtro 
 





Constrangimento de volume de 75% sem filtro 
 





Constrangimento de volume de 50% sem filtro 
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a) Energia da deformação, S b) Tensão equivalente máxima, 𝜎máx 
Figura 5.24: Representação do estudo comparativo entre a geometria pré-definida do furo com fração 
volúmica de 80% em malha não quadrangular e a geometria otimizada para o caso hidrostático com 
fração volúmica de 80% com e sem filtro. a) Energia de deformação e b) Tensão equivalente máxima. 
5.4 Compromisso entre precisão e custo computacional 
Nesta secção é introduzido o estudo do compromisso entre a precisão dos resultados e o 
custo computacional. O estudo está dividido em análise e otimização, na análise são consideradas 
as geometrias pré-definidas do furo circular em malha não-quadrangular com fração volúmica de 
50% e 80%, e para os casos de corte do furo quadrado e o furo quadrado com rotação de 45º em 
malha quadrangular. Na parte da otimização foram consideradas as otimizações do carregamento 
hidrostático com fração volúmica de 50% e 80% com o filtro ativado e as otimizações dos dois 
casos de corte, também com o filtro ativado. 
Na figura 5.25 está representado o estudo da análise. O mínimo da curva de compromisso 
em todos os casos está na discretização 32×32, o que pode levar a conclusões erradas pois a curva 
é aproximada por funções lineares. Na realidade, o mínimo da curva de soma estará próximo da 
intersecção das curvas do desvio da energia de deformação e custo computacional, ou seja, entre 
a discretização de 32×32 e 64×64. 
Na figura 5.26 está representado o estudo da otimização. Neste caso, o mínimo da curva 
de compromisso está na discretização 32×32 para o caso da otimização com fração volúmica de 
50% e com carregamento hidrostático e para a otimização com fração volúmica de 50% e 
carregamento corte 2, e nos outros dois casos o mínimo está na discretização 64×64. Mas 
observando a intersecção das curvas do desvio da energia de deformação e custo computacional, 
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Malha quadrangular para otimização s/filtro
Discretização, N
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a) Furo circular com fração volúmica de 50% e 
malha não-quadrangular 
b) Furo circular com fração volúmica de 80% e 
malha não-quadrangular 
  
c) Furo quadrado corte 1 
d) Furo quadrado com rotação 45º em malha 
quadrangular corte 2 
Figura 5.25: Estudo de compromisso entre o desvio da energia de deformação e o custo computacional 
para a análise das geometrias p´re-definidas. a) Furo circular com fração volúmica de 50% e malha não-
quadrangular, b) Furo circular com fração volúmica de 80% e malha não-quadrangular, c) Furo quadrado 
corte 1, d) Furo quadrado com rotação 45º em malha quadrangular corte 2 
Na figura 5.27 estão representadas todas as curvas de compromisso apresentadas nas 
figuras 5.25 e 5.26, aproximadas por uma função interpoladora. É possível distinguir as curvas 
da análise (marcador circular) das da otimização (marcador cruz). Entre os dois conjuntos de 
curvas verifica-se que o mínimo da otimização está ligeiramente mais à direita que o da análise, 
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a) Otimização com fração volumica de 50% e 
carregamento hidrostático 
b) Otimização com fração volúmica de 80% e 
carregamento hidrostático 
  
c) Otimização com fração volúmica de 75% e 
carregamento corte 1 
d) Otimização com fração volumica de 50% e 
carregamento corte 2 
Figura 5.26: Estudo de compromisso entre o desvio da energia de deformação e o custo computacional 
para a otimização de célula unitária. a) Otimização com fração volúmica de 50% e carregamento 
hidrostático, b) Otimização com fração volúmica de 80% e carregamento hidrostático, c) Otimização com 
fração volúmica de 75% e carregamento corte 1, d) Otimização com fração volúmica de 50% e 
carregamento corte 2. 
 
Figura 5.27: Representação das curvas de compromisso da análise e da otimização. 
 










































































0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Discretização, N
Furo circular 50% malha não-quadrangular Furo circular 80% malha não-quadrangular
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Otimização 50% com carregamento hidrostático Otimização 80% com carregamento hidrostático
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6 Conclusões e desenvolvimentos 
futuros 
Esta dissertação apresenta uma contribuição ao nível da análise dos problemas de não-
linearidade e singularidade em otimização topológica de estruturas e materiais com critérios de 
tensão. Para o desenvolvimento futuro da aplicação de critérios de tensão a problemas de 
otimização topológica é necessário conhecer e saber interpretar o comportamento da tensão ao 
nível da célula unitária no contexto de um material compósito de microestrutura periódica. Com 
o objetivo de estudar a convergência da tensão em geometrias de células unitárias obtidas por 
otimização topológica com constrangimento de volume foi necessário conhecer e compreender 
primeiro os vários desafios associados à aplicação de critérios de tensão a problemas de 
otimização topológica. 
O estudo inicia-se com uma revisão bibliográfica acerca da otimização topológica e da 
aplicação de critérios de tensão. São estudadas as dificuldades associadas à aplicação de 
constrangimentos de tensão das quais se destacam, o problema da singularidade, a natureza local 
dos constrangimentos e a não-linearidade da função da tensão. Aqui são também introduzidos os 
métodos de relaxamento da tensão, ε-relaxation e qp-approach estudados por vários autores e que 
têm como objetivo ultrapassar estas dificuldades. Seguindo o raciocínio exposto por este estudo 
é introduzido o problema de uma estrutura reticulada de três barras onde são exploradas as 
aplicações destes métodos de relaxamento da tensão de uma forma muito simples. Os resultados 
da aplicação do qp-approach ao problema da estrutura foram bastante satisfatórios e em 
concordância com a publicação de Bruggi (2008). Confirmou-se que à medida que a diferença 
entre os expoentes de penalização, 𝑝 e 𝑞, tende para 0 o problema relaxado aproxima-se do origi-        
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nal, conseguindo-se assim evitar, à partida, o aparecimento de zonas degeneradas no domínio 
admissível do problema. Quanto ao ε-relaxation, demonstrou-se que, embora aplicado a um 
problema de otimização muito simples, é possível obter resultados bastante satisfatórios do ótimo 
global. À medida que  tende 0 é possível obter o resultado quase exacto do ponto ótimo global 
do problema original. Ambos os métodos foram comparados e conclui-se que para problemas no 
contínuo o qp-approach é o método mais adequado pois relaxa a função com maior suavidade ao 
longo de toda a extensão do domínio, enquanto o ε-relaxation é mais indicado para problemas em 
domínio discreto. 
Depois de conhecidas as dificuldades associadas a aplicação de critérios de tensão 
procedeu-se ao estudo de convergência de malha de elementos finitos. Este estudo foi dividido 
em duas partes, a primeira focada na análise de geometrias pré-definidas e a segundo no estudo 
de geometrias obtidas através da resolução de um problema de otimização topológica, formulado 
como a minimização da compliance sujeito a constrangimentos de volume. Foram consideradas 
para o estudo as discretizações de 8×8, 16×16, 32×32, 64×64 e 128×128. Em relação ao estudo 
de convergência de malha utilizando algumas geometrias pré-definidas foi possível evitar os erros 
associados à modelação da geometria e obter os melhores resultados de convergência da tensão 
apenas levando em conta erros de discretização. Os únicos casos onde não foi possível obter bons 
resultados neste estudo foi quando se utilizaram elementos quadrados para malhar geometrias 
com fronteiras curvas, como o caso de uma célula unitária com um furo circular. Neste caso, além 
de não ser possível chegar à fração volúmica pretendida, a existência de singularidades de tensão 
em conjunto com erros de modelação e discretização produziu grandes flutuações nos resultados. 
Quanto ao estudo de convergência de malha das geometrias obtidas por otimização topológica os 
resultados obtidos foram bastante elucidativos acerca do comportamento da tensão e da energia 
de deformação na célula unitária otimizada. Verificou-se que, em todos os casos estudados, 
quando a célula unitária era otimizada com ou sem filtro ativo a energia de deformação convergiu 
sempre, mas sobrestimando o valor exato da energia. Este comportamento foi algo inesperado, 
mas compreendeu-se que, devido à existência de elementos de densidade intermédia na malha, 
que possuem uma elevada compliance em relação aos elementos sólidos (𝜌 = 1), a energia de 
deformação é maior. Quanto à convergência da tensão, os casos estudados com o filtro ativo 
apresentam os melhores resultados em relação aos sem filtro, onde a tensão tende a divergir. 
Apesar de em alguns casos a convergência da tensão não ser completamente evidente é possível 
afirmar que a utilização do filtro impede a formação de singularidades e permite que a tensão na 
célula unitária convirja. 
Relativamente à comparação de resultados entre os dois estudos de convergência, análise 
e otimização, confirmou-se que os resultados produzidos pela geometria otimizada para o caso 
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hidrostático com fração volúmica de 80% com o filtro ativo convergem e são bastante próximos 
dos resultados obtidos pela geometria pré-definida do furo circular em malha não-quadrangular 
para a mesma fração volúmica. As diferenças que se observam ao nível da energia de deformação 
são causadas pela existência de elementos cinzentos na malha da geometria otimizada, porém 
verifica-se a existência de convergência para o mesmo valor exato que a geometria pré-defina. 
Em termos da precisão dos resultados e o custo computacional verificou-se que o melhor 
compromisso se obtém com uma discretização de malha de EF entre 40×40 e 55×55. 
Nesta dissertação foi realizado um estudo de convergência de malha utilizando 
geometrias geradas por otimização topológica com constrangimentos de volume ao nível da 
célula unitária. Este estudo permitiu compreender a dependência do campo de tensão 
relativamente a uma malha de elementos finitos e, para além disso, encontrar o melhor 
compromisso entre a precisão dos resultados e o custo computacional. Parte dos resultados 
publicados nesta tese estão também apresentados em Coelho et al (2017). Estes resultados são 
então importantes para prosseguir com o trabalho de investigação cientifica envolvendo 
otimização topológica com constrangimentos de tensão. Também seria de interesse cientifico 
comparar os resultados obtidos no estudo de convergência de malha com o modelo numérico do 
compósito repetindo a célula unitária um número finito de vezes e, ainda, comparar isso com as 
estimativas do campo de tensão dadas pela teoria da homogeneização. 
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Anexos I 
Nas figuras seguintes estão representadas a malha de elementos finitos para a treliça de 
três barras e os graus de liberdade respetivos em cada nó. 
 
Figura A.1: a) Malha de EF da estrutura reticulada. b) Graus de liberdade de cada nó da estrutura. 
Relativamente aos graus de liberdade, na seguinte tabela estão representados os graus de 
liberdade ativos e os inativos. 
Tabela A.1: Graus de liberdade ativos e inativos em cada nó da treliça. 
Grau de liberdade Estado 
𝑢1 = 0 Inativo 
𝑣1 = 0 Inativo 
𝑢2 = 0 Inativo 
𝑣2 = 0 Inativo 
𝑢3 ≠ 0 Ativo 
𝑣3 ≠ 0 Ativo 
𝑢4 = 0 Inativo 
𝑣4 = 0 Inativo 
 
Em seguida, na tabela A.2 apresentam-se as transformações de coordenadas dos três 

















Tabela A.2: Transformação de coordenadas dos elementos, com as respetivas rotações. 





Uma vez que as transformações de coordenadas estão concluídas e todos os elementos 
estão no mesmo referencial, global, pode-se proceder à assemblagem das matrizes de cada 
elemento para obter a matriz de rigidez da estrutura [𝐊]. Esta matriz terá a dimensão de 8×8, e 
será apresentada de forma simbólica na tabela A.3. 
Tabela A.3: Representação simbólica da assemblagem das matrizes de cada elemento. 
 𝑢1 𝑣1 𝑢2 𝑣2 𝑢3 𝑣3 𝑢4 𝑣4 
𝑢1 














 3 3 
𝑣4 
 
Em seguida procede-se à assemblagem das matrizes de rigidez global de cada elemento. 
Para tal recorre-se à tabela A.4 onde estão representadas as matrizes genéricas de rigidez locais e 
globais de cada elemento da estrutura. A matriz de rigidez global é apresentada na equação (A.1) 
e foi deduzida pela equação (4.8). Na tabela A.4 foram substituídos os valores dos ângulos de 
cada barra pois são iguais em ambos os casos de estudo. Nesta representação as matrizes foram 
formuladas com o método SIMP, onde o módulo de Young 𝐸𝑖 é substituído por uma lei de 
penalização da densidade, 𝜌𝑖
𝑝
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𝑐𝑜𝑠2𝛼 𝑠𝑒𝑛𝛼×𝑐𝑜𝑠𝛼 −𝑐𝑜𝑠2𝛼 −𝑠𝑒𝑛𝛼×𝑐𝑜𝑠𝛼
𝑠𝑒𝑛𝛼×𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑠𝑒𝑛2𝛼 −𝑠𝑒𝑛𝛼×𝑐𝑜𝑠𝛼 −𝑠𝑒𝑛2𝛼
−𝑐𝑜𝑠2𝛼 −𝑠𝑒𝑛𝛼×𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑐𝑜𝑠2𝛼 𝑠𝑒𝑛𝛼×𝑐𝑜𝑠𝛼




Tabela A.4: Representação das matrizes genéricas de rigidez local e global de cada elemento da 
estrutura. 
Elementos [𝐊l] [𝐊g] 
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1 2⁄ 1 2⁄ −1 2⁄ −1 2⁄
1 2⁄ 1 2⁄ −1 2⁄ −1 2⁄
−1 2⁄ −1 2⁄ 1 2⁄ 1 2⁄
−1 2⁄ −1 2⁄ 1 2⁄ 1 2⁄
] 
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0 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 0 0
0 −1 0 1
] 
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1 2⁄ −1 2⁄ −1 2⁄ 1 2⁄
−1 2⁄ 1 2⁄ 1 2⁄ −1 2⁄
−1 2⁄ 1 2⁄ 1 2⁄ −1 2⁄
1 2⁄ −1 2⁄ −1 2⁄ 1 2⁄
] 
 
A assemblagem das matrizes de rigidez global de cada elemento [𝐊g] está representada 
na equação (A.2). De maneira a simplificar a representação da matriz da estrutura genérica, as 
variáveis que dizem respeito a cada elemento barra serão substituídas por uma letra como se 
observa na tabela A.5. Devido ao facto de a estrutura apresentar graus de liberdade inativos como 
se pode observar na Tabela 7-1, a matriz [𝐊] genérica será simplificada para evitar um caso de 
matriz singular. As simplificações serão apresentadas a seguir. 
Tabela A.5: Representação das variáveis de cada barra por uma letra. 






















Na equação (A.2) observa-se a aplicação da equação (4.11), onde, para efeitos de 
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 (A.2)  
 
Em seguida procede-se à aplicação das condições fronteira, dos apoios fixos e forças 
nodais, que se traduz no seguinte: 
No vetor dos deslocamentos, são conhecidos os valores: 








 (A.3)  
 
No vetor das forças sabe-se que: 
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. (A.5)  
 
Isolando a 5ª e 6ª linha da matriz, obtém-se o seguinte sistema de onde se extrai a matriz 




































Finalmente, sabendo que pelos dados da estrutura do problema que 𝐺 = 𝐽, a matriz de 






























Para o 1º caso de estudo, onde não se considera o método SIMP, o expoente 𝑝 toma o 
valor de 0 (𝑝 = 0). 
De seguida são deduzidas as expressões dos deslocamentos em relação a cada caso de 
carga. Da equação (A.3) conhecem-se os valores de todos os deslocamentos exceto 𝑢3 e 𝑣3. 

















 (A.8)  
 
 
• Caso de carga 𝑃2: 
 
Procede-se agora à dedução das expressões que calculam os esforços nos elementos. Para 
tal, considera-se a equação (4.12), as expressões das equações (A.8) e (A.9) e as matrizes de 
rigidez locais da tabela A.4. Tendo em conta os diferentes deslocamentos provocados por cada 
caso de carga obtém-se a seguinte tabela. 
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Para o 1º caso de estudo, como já referido anteriormente, o expoente 𝑝 toma o valor zero 
(𝑝 = 0), devido ao facto de neste caso não ser considerado o método SIMP.  
Substituindo pelos valores da tabela 4.2 e pelos dados fornecidos no início de cada 
subcapítulo de cada caso de estudo (subcapítulos (4.3) e (4.4)), chega-se aos valores dos esforços 
nos elementos e por fim procede-se ao cálculo das tensões nos elementos. Com a aplicação da 
equação (4.13) chega-se aos valores apresentados nas tabelas (4.3) e (4.5). 
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Anexo II 
No âmbito desta dissertação de mestrado, de forma poder realizar o estudo de 
convergência de malha foi necessário gerar várias malhas de elementos finitos com diferentes 
discretizações. Para isso foi desenvolvido em Matlab um código que funciona em conjunto com 
um código em APDL que gera uma malha de elementos finitos. O código de Matlab, gera a malha 
através do software Ansys e converte-a para que o programa de otimização em FORTRAN 
consiga ler os ficheiros e reconhecer as malhas. Na figura A.2 estão representadas as duas formas 
de malha que o programa pode gerar. O cubo e a lâmina representam o domínio material e na 
mesma figura está representado um elemento finito na origem do referencial que é o primeiro 
elemento de cada malha, os restantes são dispostos como indicam as setas a vermelho.  
  
a) b) 
Figura A.2: Dois tipos de malha de elementos finitos gerados pelo programa. a) Malha de dominio 
cubico e b) Malha de dominio laminar. 
O programa também está preparado para utilizar dois tipos de elementos finitos, o 
elemento de 8 nós e o elemento de ordem superior de 20 nós. O desafio encontrado na escrita 
deste programa foi o facto de a ordem da numeração dos nós de cada elemento ser diferente de 
um programa para o outro. Nas figuras A.3 e A.4 está representada a ordem de numeração dos 
nós para o primeiro elemento da malha para o software Ansys e para o programa em FORTRAN. 
O programa de geração de malha reordena o número dos nós de APDL para FORTRAN 
baseando-se na numeração dos nós no primeiro elemento. 
O ficheiro da malha de elementos finitos resultante possui informações do número e 
coordenadas dos elementos, o número dos nós de cada elemento e as conectividades entre 











Ansys 1 – 2 – 33 – 32 – 962 – 963 – 994 – 993 
FORTRAN 1 – 962 – 32 – 993 – 2 – 963 – 33 – 994 
Figura A.3: Numeração dos nós no primeiro elemento de 8 nós da malha no sotware Ansys e no 
programa em FORTRAN. 
 
Ansys 
1 – 2 – 33 – 32 – 962 – 963 – 994 – 993 – 1923 – 1927 – 2015 – 1924 – 4744 – 4747 – 
4805 – 4745 – 1925 – 1928 – 2020 - 2017 
FORTRAN 
1 – 1925 – 962 – 1924 – 4745 – 32 – 2017 – 993 – 1923 – 4744 – 2015 – 4805 – 2 – 
1928 – 963 – 1927 – 4747 – 33 – 2020 – 994 
Figura A.4: Numeração dos nós do primeiro elemento de 20 nós da malha no sotware Ansys e no 
programa em FORTRAN. 
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